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Figural Dos deslizadores unidos por un resorte estirado se sueltan desde el reposo en
un riel de aire. El movimiento resultante no es sencillo, excepto para el punto marcado
con la bandera, el cual permanece en reposo. Las instantdneas estian separadas por

intervalos de tiempo iguales. En el caso mostrado, m, = 2m,.

que representa la energia potencial del resorte y la energia
cinética de los dos cuerpos. La conservacion de la ener-
gia requiere que la energia E, en cualquier momento sea
igual a la energia inicial E,, lo cual nos da

tkd} = tkd* + tmv} + Imyv3. 2

Como lo muestra la figura 1, las posiciones de los dos
cuerpos estan relacionadas por

xX;,=x,+L+d, 3)

donde L es la longitud de relajamiento del resorte. Las
ecuaciones 2 y 3 no son suficientes para resolver x, y x,
en funcién del tiempo y, por lo tanto, no nos es posible
completar la solucion de este problema sin informacion
adicional.

La informacion adicional que necesitamos proviene del
andlisis de un punto particular del sistema de la figura 1.
Este punto, llamado centro de masa (cm) del sistema, esta
sefialado por una bandera en la figura 1. En este caso
especial, el centro de masa no se mueve en absoluto.

Veamos como el uso del centro de masa nos ayuda a
completar la soluciéon de este problema. La posicion del
centro de masa se define, para el caso especial de dos
particulas en una dimension, como

1
xcm = H (mlxl + m2x2)3 (4)

donde x, y x, son las coordenadas x respectivas de las dos
particulas. Aqui M es la masa total del sistema:

M=m,+ m,.

El centro de masa de un sistema de dos cuerpos es un
punto en el espacio definido por la ecuacién 4 en una
dimensién. No se requiere que sea necesariameite una
parte de cualquiera de los cuerpos.

La velocidad del centro de masa, v, se encuentra
tomando la derivada respecto al tiempo de la ecuacion 4:

(m v, + my,), (5)

que es la velocidad de la bandera en la figura 1. La
aceleracién del centro de masa se halla diferenciando
nuevamente. El resultado es

doy_ 1 d
Adem = & M (myv, + myvy)
_ 1 dn, dv,
_M( v T dt)
1
= A_l(mlal + mya,), (6)

donde a, y a, son las aceleraciones respectivas de m, y de
m
5
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Figura2 A dos deslizadores unidos por un resorte estirado se les da velocidades iniciales
arbitrarias. Los dos deslizadores se mueven en una forma compleja, mientras que el centro
de masa, marcado con una bandeta, se mueve a velocidad constante. Las instantaneas estin

separadas por intervalos de tiempo iguales.

Continuamos aplicando las leyes de Newton por sepa-
rado a m, y m,. Sea F,, la fuerza ejercida sobre m, por m,,
y F,, la fuerza ejercida sobre m, por m,. La segunda ley
de Newton aplicada por separado a m; y m, nos da F,, =
m,a, y F,, = m,a,. (Ennuestro ejemplo, es el resorte el que
ejerce las fuerzas sobre m, y m,. Sin embargo, no perde-
mos generalidad al suponer que los cuerpos ejercen fuer-
zas directas entre si, en tanto consideremos que el resorte
carece de masa.) La tercera ley de Newton requiere que
F,, = -F,,. Sustituyendo en la ecuaci6n 6 nos da

1
acm=M—(Fl2+F21)=0'

En este caso especial, en el cual ninguna fuerza neta
actua sobre el sistema, el centro de masa no tiene acelera-
cion y, por lo tanto, se mueve a velocidad constante (que
es cero en la Fig. 1). Podriamos entonces completar la
solucion al combinar las ecuaciones 2 y 3, y usando las
ecuaciones 4 y 5 para eliminar, yaseaax, yav,0ax,y
a v,. (Véase el problema 1.)

La figura 2 ilustra el caso ligeramente més general en
el que se le da al resorte una extension inicial y se les dan
a los dos cuerpos velocidades iniciales v, y v,. Aqui
podemos ver que el centro de masa se mueve a velocidad
constante, aun cuando el movimiento del sistema como
un todo es bastante complejo.

Las ecuaciones 4 a 6 son aun mas generales de lo que
nos sugiere este experimento particular. Con objeto de
adoptar la situacion mds general, supongamos ahora que
existe una fuerza externa F,, | sobre m, en adicién a la
fuerza interna F,, sobre m, causada por m,. (Por ejemplo,
elriel de aire podria estar inclinado, de modo que actuaria
la gravedad; o bien, el experimento podria ser llevado a

cabo sobre una superficie con friccién.) La segunda ley
de Newton aplicada a m, es

Fooi T Fa=ma,. )

ext,
De manera similar, supongamos que actuen sobre m, tanto
una fuerza externa F,,, como una fuerza interna F,;, y
tendremos

Fexo + Fay = maa,. (8)
Al sumar las ecuaciones 7 y 8 nos da
Ferry t Fe2 + Fia + Fyy =mja, + mya,. )]

Los primeros dos términos de esta ecuacién dan la fuerza
externa neta LF,, que actia sobre el sistema (la cual en
nuestra exposicién anterior supusimos que era cero). La
suma de los dos términos siguientes, F,, + F,, se anula
por la tercera ley de Newton, la cual exige que F,, = -F,.
El lado derecho de la ecuacidn 9 puede expresarse como
Ma__, usando la ecuacién 6. Asi, tenemos el resultado
general

> Feu = Mag,. (10)

Esta ecuacidn se parece nuevamente mucho a la segunda
ley de Newton aplicada a una particula de igual masa M
de nuestro sistema, moviéndose a la misma velocidad v,
en la posicién x,.

Resumiendo nuestros resultados en el caso de un siste-
ma unidimensional de dos particulas, vemos que todo el
sistema puede considerarse para ciertos propositos como
si se moviera a una velocidad v, y tuviera su masa total
M concentrada

cm
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M concentrada en la posicion x_,. Mas aun, en ausencia
de una fuerza externa neta, a_,, = 0, y el centro de masa se
mueve a velocidad constante. Desarrollaremos a conti-
nuacién expresiones mas generales para estos conceptos.

9-2 SISTEMAS DE MUCHAS
PARTICULAS ,

En esta seccién generalizaremos los resultados de la sec-
cién previa a sistemas tridimensionales que contengan
mas de dos particulas.

Consideremos un sistema que consista en N particulas
de masas m, m,, ...... , m,. La masa total es

M=mt+m+ - +my=3 m,

Cada particula del sistema puede ser representada por su
masa m, (donde n =1, 2, ..., N), su posicién en la
coordenada r, (cuyas componentes son X,, y,, ¥ Z,), Su
velocidad v, (cuyas componentes son v,,, v,, Y U,,), ¥
su aceleracion a,. '

Sobre cada particula actia una fuerza F,, la cual en
general difiere de una particula a otra. Esta fuerza puede
surgir en parte de las otras N - 1 particulas y en parte de
un agente externo.

El centro de masa del sistema puede definirse por una
extension logica de la ecuacidn 4:

xcm=1%4(m1x1 +myx,+ - -+ myxy)
=%2 m,X,, (11a)
ycm=Ai4(m,y1 T myy,+ -+ myyw)
- S M, (113)
zcm=—A12(m,z, +myz,+ 0+ mpyzy)
=A—142 MyZ,. (11¢)

En la notacidn vectorial mads compacta, estas tres ecuacio-
nes pueden escribirse como una sola expresién que dé la
posicién del centro de masa:

1
Tem =M(m|r1 Tyt e+ myry)

=Ai42m,,r,,. (12)

Usando la derivada de esta expresion, hallamos la veloci-
dad del centro de masa:

—%_:i fdﬂ dr, . dry
Vem = "t M(m‘ a Tt tmy

o sea
vcm

1
=—A?(m,v,+m2v2+ < mpvy)

=Ai42m,,v,,. (13)

Diferenciando, una vez mds, hallamos la aceleracidon del
centro de masa:

dvg, 1
Ay = at =M(mlal +mea,+ - - -+ myay)
1
=7 > m,a,. (14)

Podemos reescribir la ecuacion 14 asi:
Ma, =ma, +mya,+ - +muay
o sea
Ma,=F +F,+ - +Fy, (15)

donde el ultimo resultado se deduce de la aplicacion de
la segunda ley de Newton, F, = m_a , a cada particula
individual. La fuerza total que actia sobre un sistema
de particulas es, entonces, igual a la masa total del siste-
ma multiplicada por la aceleracion del centro de masa.
La ecuacién 15 es precisamente la segunda ley de New-
ton para el sistema de N particulas tratado como una
sola particula de masa M ubicada en el centro de masa,
que se mueve a velocidad v,,, y experimenta una acelera-
ciéna_.

Es util simplificar la ecuacién 15 un poco mas aun.
Entre las fuerzas que actian sobre las particulas estan las
fuerzas internas, que surgen de las interacciones con otras
particulas que son parte del sistema, y las fuerzas exter-
nas, que se originan fuera del sistema que estemos estu-
diando. Cualquier particula dada m, puede experimentar
una fuerza ejercida sobre ella por la particula m,, la cual
escribiremos como F,,. Esta fuerza determinada es una
entre las muchas que integran a F,, la fuerza total sobre
m,. De manera similar, la fuerza total sobre la particula m,
incluye un término F,, debido a la interaccién con la
particula m,. Segun la tercera ley de Newton, F,, = -F,,
y entonces estas dos fuerzas particulares se cancelan al
llevar a cabo la suma de todas las fuerzas en la ecua-
cién 15. De hecho, todas esas fuerzas internas son parte
de pares accién-reaccién y se cancelan. (En el capitulo 5
advertiamos que las fuerzas de accion y de reaccion deben
aplicarse a particulas diferentes y, por lo tanto, no pueden
oponerse entre si. No estamos violando aqui este hecho,
porque estamos aplicando la accién a una particula y la
reaccion a otra. Aqui, la distincion consiste en que esta-
mos sumando para obtener la fuerza neta sobre las dos

particulas, en cuyo caso las componentes de accién y
reaccion, las cuales se aplican todavia a particulas dife-
rentes, en realidad se cancelan.)

Todo lo que queda en la ecuacion 15 es el total de todas
las fuerzas externas, y la ecuacion 15 se reduce a

Y, Fex = Ma,, (16)

que puede expresarse en funcién de sus componentes
como sigue:

2 Fext,x = Macm,x9 2 Fext,y = Macm,y’

D Fexz = Macr, ;.
Podemos resumir este importante resultado como sigue:

Elmovimiento de traslacidn total de un sistema de par-
ticulas puede ser analizado usando las leyes de Newton
como si toda la masa estuviera concentrada en el
centro de masa y la fuerza externa total estuviera
aplicada en ese punto.

Se deduce inmediatamente un corolario en el caso ZF,, = O:
Sila fuerza externa neta sobre un sistema de particulas

es.cero, entonces el centro de masa del sistema se
mueve a velocidad constante.
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Figura3 Un hacha se lanza al aire entre dos
personas, y gira al mismo tiempo que se traslada.
La trayectoria parabélica del centro de masa
(representado por el punto en ¢l mango del
hacha) esta indicada por la linea puntuada. Una
particula lanzada al aire de la misma maneta
seguiria esa misma trayectoria. Ningun otro
punto del hacha se mueve de forma tan simple.

Esto explica la observacién hecha en la seccion 9-1 al
estudiar el problema de las dos masas unidas por un resorte.

Estos son resultados generales que se aplican tanto a
series de particulas individuales como a particulas unidas
entre si por fuerzas internas, como en un objeto sélido. El
objeto, en si mismo, puede estar efectuando cualquier
clase de movimiento complicado, pero el centro de masa
se movera conforme a la ecuacion 16. La figura 3 muestra
un objeto complejo que se mueve bajo la influencia de la
gravedad. A la vez que se traslada, también gira. Su centro
de masa, sin embargo, sigue una trayectoria parabolica
simple. En lo que respecta a la fuerza externa (la grave-
dad), el sistema se comporta como si fuera una particula
de masa M ubicada en el centro de masa. Un problema
complicado se reduce, por tanto, a dos problemas relati-
vamente sencillos: la trayectoria parabélica del centro de
masa y una rotacién respecto al centro de masa.

Como un ejemplo mds, consideremos al sistema Tierra-
Luna moviéndose bajo la gravedad del Sol (la fuerza
externa). La figura 4 muestra que el centro de masa del
sistema sigue una 6rbita estable alrededor del Sol; ésta es
la trayectoria que seguiria una particula de masa m, ., +
m,,..- La Tierray 1a Luna giran también con respecto a sus
centros de masa, dando por resultado una ligera oscilacion
de la Tierra con respecto a la trayectoria de la orbita
estable. Usando los datos del apéndice C, nos sera posible
demostrar que el centro de masa del sistema Tierra-Luna
estd a unos 4600 kni del centro de la Tierra y, por lo tanto,
estd en el interior de la Tierra.
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Figura 4 El centro de masa del sistema Tierra-Luna sigue una 6rbita casi circular con
respecto al Sol, mientras que la Tierra y la Luna giran alrededor de su centro de masa
comiin, exactamente igual que el hacha de la figura 3. Este efecto, que causa un ligero
“bamboleo” en la drbita de la Tierra, se halla representado de manera muy exagerada en
la figura. El centro de masa del sistema Tierra-Luna se halla en realidad dentro de la
Tierra, de modo que la Tierra siempre se traslapa con la trayectoria orbital del centro de

masa.

La figura 5 muestra el movimiento de un misil balistico
que se separa en tres vehiculos de reentrada multiple
(MRYV). En efecto, una explosion separa a los tres vehicu-
los pero, como la explosién genera solamente fuerzas
internas, no afecta al movimiento del centro de masa. El
centro de masa continia describiendo la trayectoria balis-
tica como si no hubiera ocurrido la explosion, hasta que
uno o mas de los vehiculos experimente una fuerza exter-
na, como la proveniente de la resistencia atmosférica al
avance o el impacto en un blanco.

Problema muestral La figura 6a muestra un sistema de tres
patticulas, inicialmente en reposo, de masas m, = 4. 1 kg, m, =
8.2 kg, y m, = 4.1 kg. Fuerzas externas difetentes actiian sobre
las particulas, de magnitudes F, =6 N, F,= 12N,y F, = 14 N.
En la figura se muestran las direcciones de las fuerzas. ;Dénde
esta el centro de masa de este sistema, y cudl es la aceleracién
del centro de masa?

Solucién La posicion del centro de masa esta senalada en la
figura por un punto. Como lo sugiere la figura 6b, tratamos a

Centro
de masa

Figura 5 Un misil que contiene tres cabezas explosivas
sigue una trayectoria parabolica. Una explosion separa las
tres cabezas, las cuales se trasladan de modo que su centro de
masa describe la trayectoria parabdlica original. Por
simplicidad no se muestra el “vehiculo” de las tres cabezas
explosivas.

este punto como una particula real, de una masa M igual a la
masa del sistema de 16.4 kg (m, + m, + m,), y suponiendo que
todas las fuerzas externas ejerzan su accion en ese punto. Ha-
llamos el centro de masa partiendo de las ecuaciones 11ay 11b:

(mx, + myx, + myx3)

Xem =

1
M

= 16.4 kg [(4.1 kg)(—2 cm) + (8.2 kg)(4 cm)

+ (4.1 kg)(1 cm)] = 1.8 cm,

1
Yem = 37 (M1 + myys + m;ys)
1
1 T64ke ke [(4.1 kg)3 cm) + (8.2 kg)(2 cm)
+ @4.1kg{—2cm)] =13 cm.

Notese aqui el uso bastante aceptable de unidades mixtas.
La componente x de la fuerza externa neta que actiia sobre el
centro de masa es (véase la Fig. 6b):

Fexl,x=le+le+F3x
=—6N+ (12 N)cos45°)+ 14 N=16.5N,
y la componente y es

Fou,=F,,+F,+F,,

=0+ (12 N)sen45°)+0=85N.

La fuerza externa neta tiene, entonces, una magnitud de

Foxe = V(F o  + (Fun ,» = V(165 NP2 + (8.5 N)2 = 18.6 N
y forma un dngulo con el eje x dado por

Fauy _ ., 85N
Forr 165N

¢d=tan"! —=

Esta es también la direccién del vector de aceleracion. Segiin la
ecuacion 16, la magnitud de la aceleracién del centro de masa
esta dada por

y
F1i F2
: <1-—-é 3 %
m1 45°
2 J— . —_— 1
1 CMe mz
+ x
-3-2-10 1 2 3 4 5
-1
—2p— -{>
m? F3
(a) !
y
F2 | ZFext
- 3 Y. -
) S

M ¥ 3cm
| @ |

Fil cm| F2

®

Figura 6 Problema muestra 1. (@) Las fuerzas mostradas
actiian sobre tres particulas, situadas en reposo en las
posiciones mostradas. Se ha marcado el centro de masa del
sistema. (b) El movimiento de traslacion de todo el sistema
puede ser representado por el movimiento de una particula de
masa total M situada en el centro de masa y sobre la que
actian las tres fuerzas externas. Se muestran la fuerza y la
aceleracion del centro de masa resultantes.

Las tres particulas de la figura 6a, como también su centro de
masa, se mueven con aceleraciones constantes (diferentes). Si
las particulas parten del teposo, cada una se movera, a velocidad
siempre creciente, a lo largo de una linea recta en direccion de
la fuerza que actiia sobre ellas.

Problema muestra 2 En el sistema que se ilustra en la figu-
ra 7a, hallar la magnitud comiin de las aceleraciones de los dos
bloques. Ya hemos resuelto este problema, como problema
muestra 8 del capitulo 5, aplicando las leyes de Newton a cada
bloque por separado. Resuelva el problema en este caso consi-
derando el movimiento del centro de masa del sistema de dos
particulas.

Solucién La figura 7b muestra el diagrama de cuerpo libre del
sistema de dos particulas. Hallamos primero el centro de masa
aplicando las ecuaciones 11a y 11b al sistema mostrado en la
figura 7b:

—_Mm, =
Xem M(L VoY Ym=7Y

gonde L es la longitud del cordén y y es la coordenada vertical
e m,.

Diferenciando con respecto al tiempo, podemos hallar las
componentes de la velocidad del centro de masa:
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_m _m
Vemx= 370 Y Vemy= s 0
donde v (= dy/d!) es la magnitud comun de las velocidades de
los dos bloques. Diferenciando de nuevo, podemos hallar las
componentes de la aceleracion:

=m =

acm,x__A-l-a y acm,y_ M a,
donde a (=dv/dt) es 1a magnitud comiin de las aceleraciones de
los dos bloques.

A continuacién, aplicamos las leyes de Newton. En la figu-
ta 7b, la fuerza externa ejercida por el soporte sin friccion del
cordén de unién es descompuesto en sus componentes x y y,
cada una de magnitud T (la tensién del cordén). Al usar la Ec.
16 nos da

componente x : T=May,x,

componente y : mg—N+myg—T=Ma,,,.
Sustituyendo para a,,, y a,,,, podemos entonces eliminar a T
de estas dos ecuaciones y obtener, con n,g = N,

m,
a=83

de acuerdo con el resultado obtenido previamente en el capi-
tulo 5.

Noétese que en este problema muestra debemos considerar la
fuerza externa ejetcida sobte el sistema por el sopotte sin
friccion, la cual no interviene al considerar a las fuerzas sobre
los cuerpos 1 y 2 por separado.

Si el sistema se suelta desde el reposo cuando m, esta en su
posicién més alta, el movimiento resultante del centro de masa
se efectiia a lo largo de la linea recta que se muestra en la
figura 7c. La diteccién de a_, puede ser hallada al sumar vecto-
rialmente las cinco fuerzas que actiian sobre el sistema mostrado
en la figura 7b.

_SOLIDOS

9—3 CENTRO DE MASA DE OBJETOS

Seria sumamente engorroso hallar el centro de masa de
un objeto sélido usando la ecuacion 12 y haciendo la suma
para cada dtomo del sistema. En su lugar, dividiremos al
objeto en elementos pequefios de masa 6m,. Cuando estos
elementos se vuelven infinitesimalmente pequefios, las su-
mas de las ecuaciones 11 y 12 se transforman en integrales:

xcm=ﬁ5gr_13 > x, om, ——fxdm (17a)

1 ..
ycm—-ﬂakr_l’loxynamn_ﬂfydm9 (17b)

Z°m=_]l252r—!3 Ez om, = Mfzdm. (17¢)
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Figura 7 Problema muestra 2. (@) Dos masas estin unidas por un corddn de longitud L que
pasa sobte un soporte sin friccion. (b) Un diagrama patcial de cuerpo libre muestra las
fuerzas externas que actdan en el sistema. El soporte sin friccién ejerce una fuerza externa
sobre el cordén cuyas componentes son cada una igual a la tension T del cordén (el cual es
una fuerza interna y, por lo tanto, no se muestra). (¢) El centro de masa se mueve desde el
punto A, cuando m, estd en su posicién més alta, hasta el punto B, cuando m, llega al soporte.
Al caer m,, m, se mueve hacia la derecha y, por lo tanto, el centro de masa debe moverse
hacia la derecha. La fuetza horizontal T es la vinica fuerza externa posible que puede dat por
resultado un movimiento horizontal del centro de masa. La gravedad, por supuesto,
propotciona la fuerza externa responsable del movimiento del centro de masa hacia abajo.

En la forma vectorial, estas ecuaciones pueden escribirse
asi:

|
Tom = 37 rdm. (18)

En muchos casos es posible usar argumentos basados en
la geometria o en la simetria para simplificar el calculo
del centro de masa de objetos sélidos. Si un objeto tiene
una simetria esférica, el centro de masa debe estar en el
centro geométrico de la esfera. (No es necesario que su
densidad sea constante; una bola de béisbol, por ejemplo,
tiene una simetria esférica aunque esté compuesta por
capas de materiales diferentes. Su centro de masa esta en
su centro geométrico. Cuando nos referimos a la simetria
esférica, queremos decir que la densidad puede variar con
r pero debe tener la misma variacién en cada direccion.)
Si un sdlido tiene una simetria cilindrica (esto es, si
su masa est4 distribuida simétricamente con respecto a un
eje), entonces el centro de masa debe estar en el eje. Si
su masa esta distribuida simétricamente con respecto a
un plano, entonces el centro de masa debe de estar en el
plano.

A menudo encontramos objetos solidos, irregulares que
pueden ser divididos en varias partes. Podemos hallar el
centro de masa de cada parte y luego, al tratar a cada parte
como una particula ubicada en su propio centro de masa,
podemos hallar el centro de masa de la combinacion.

Como ejemplo, consideremos la placa triangular que se
muestra en la figura 8. Dividimos a la placa en un nimero

grande de franjas delgadas paralelas a la base del tridngu-
lo, como en la figura 8a. El centro de masa de cada franja
debe estar en su centro geométrico y, por lo tanto, el centro
de masa de la placa debe estar en alguna parte a lo largo de
la linea que une a los centros de las franjas. (Reemplace-
mos cada franja con una masa puntual ubicada en el centro
de masa de la franja. La hilera de las masas puntuales
forma, en efecto, un objeto unidimensional cuyo centro
de masa estara con toda seguridad a lo largo de su longi-
tud.) Repitiendo este procedimiento con franjas trazadas
paralelamente a los otros dos lados (Figs. 85y 8c), obte-
nemos dos lineas adicionales, cada una de las cuales debe

@

Figura 8 En (a), (b) y (c), el triangulo estd dividido en
franjas delgadas, paralelas a cada uno de los tres lados. El
centro de masa debe estar a lo largo de las lineas divisorias
simétricas que se muestran. (d) El punto negro, el unico
punto comuin a las tres lineas, es la posicion del centro de
masa.

<

- om
X
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Objeto C
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cm cmt lem
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Figura9 Problema muestra 3. (@) El objeto X es un disco
de metal de radio 2R con un orificio de radio R. (b) El objeto
D es un disco de metal que Ilena el orificio del objeto X; su
centro de masa estd en x, = -R. El objeto C es el disco
compuesto hecho de los objetos X y D; su centro de masa
estd en el origen. (c) Los centros de masa de los tres objetos.

también incluir al centro de masa de la placa. Superpo-
niendo las tres lineas, como en la figura 84, hallamos que
tienen solamente un punto en comun, el cual debe ser, por
lo tanto, el centro de masa.

Problema muestra3 La figura 9a muestra una placa circular
de metal de radio 2R de la que se ha extraido un disco de radio
R. Llamémosle ¢l objeto X. Su centro de masa se marca con un
punto sobre el eje x. Ubique este punto.

Solucién La figura 9b muestra el objeto X, estando su orificio
lleno con un disco de radio R, al cual llamaremos objeto D. Sea
C el gran disco compuesto uniforme asf formado. Por simetria,
el centro de masa del objeto C esti en el origen del sistema de
coordenadas, como se muestra.

Al hallar el centro de masa de un objeto compuesto, supone-
mos que las masas de sus componentes estan concentradas en
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Figura 10 Problema muestra 4. (a) Una tira delgada de
metal doblada en forma de semicirculo. (b) Un elemento de
la tira de masa dm ubicado en la coordenada ¢.

sus centros de masa individuales. Entonces el objeto C puede
set tratado como equivalente a dos masas puntuales, repte-
sentando a los objetos X y D. Lafigura 9c muestra las posiciones
de los centros de masa de estos tres objetos.

La posicién del centro de masa del objeto C esta dada por la
ecuacion 11a como:

x __mpXp+ myXy
=22 XX
mp+my

1)

donde x,, y x, son las posiciones de los centros de masa de los
objetos D y X, respectivamente. Observando que x, = 0y
resolviendo pata x,, obtenemos
Xpm
xyp=—2200
myx
La razén m,,/m, debe de ser la misma que la razon de las dreas
de los objetos D y X (suponiendo que la placa tenga densidad y
espesor uniformes). Esto es,

m, _areaof D _ area of D
my areaof X area of C — area of D

__ = 1
a2RP —nR* 3
Con x,, = -R, obtenemos:
Xy =14R.

Problema muestrad Una tira delgada de material esta dobla-
da en forma de semicirculo de radio R (Fig. 10). Halle su centro
de masa.

Solucién En este caso, el uso de una coordenada angular
simplifica la integracion que va a llevarse a cabo. Ademas, por
la simetria del objeto, concluimos que el centro de masa debe
estar sobre el eje y (esto es, x,,, = 0). Por lo tanto, usaremos la
ecuacion 17b para hallar y,,. Consideremos el pequefio elemen-
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(d) Cascarén

m
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Figura 11 Problema muestra 5. (a) Una bola de radio R se
deja caer desde esta posicion inicial y es libre de rodar dentro
de un cascaron esférico de radio 2R. (b) Los centros de masa
de la bola, el cascarén, y su combinacién. (¢) El estado final
después de que la bola ha llegado al reposo. El cascarén se ha
movido de tal forma que el centro de masa del sistema
permanece en su lugat. (d) Los centros de masa de la bola, el
cascaron, y su combinacion.

to de masa dm que se muestra en la figura 10b. Subtiende un
angulo d¢, y puesto que la masa total M de la tira subtiende
un dangulo 7 (un circulo completo subtenderia un angulo 2x),
la masa dm debe de ser la misma fraccién de M como dploes
de 7. Esto es, dm/M = d¢yn, o dm = (M/n)d¢. El elemento dm
estd ubicado en la coordenada y = R sen ¢. En este caso
podemos esctibit la ecuacién 17b asf:

1 1 [* M
Yem =77 | ¥4 —HL(RSCD@;‘M’

=§f”sen¢d¢=§-=o.63m.
T Jo n

El centro de masa estd aproximadamente a dos tercios de un
radio situado a lo largo del eje y. Obsérvese que, como ilustra
este caso, el centro de masa no necesita estar dentro del volumen
o del material de un objeto.

Problema muestra 5 Una bola de masa m y radio R ests
situada dentro de un cascarén esférico de la misma masa m y de
radio interior 2R. La combinacién estd en reposo sobre una mesa
como se muestra en la figura 11a. La bola se suelta, oscila en
vaivén adentro, y por 1ltimo llega al reposo en el fondo, como
en la figura 11c. ;Cual serd el desplazamiento d del cascarén
durante el proceso?

Solucién Las tnicas fuerzas externas que actian sobre el
sistema bola-cascarén son la fuerza de la gravedad hacia abajo
y la fuerza normal ejercida vetticalmente hacia arriba por la
mesa. Ninguna de las fuerzas tiene una componente horizontal,
de modo que IF.,, , = 0. Segtn la ecuacion 16 la componente
4., de la aceleracion del centro de masa debe también ser cero.
Entonces, la posicion horizontal del centro de masa del sistema
debe permanecer fija, y el cascarén debe moverse de tal modo
que esto suceda asi.

Podemos representar tanto a la bola como al cascarén por
particulas aisladas de masa m, localizadas en sus respectivos
centros. La figura 115 muestra el sistema antes de que la bola
se deje caer, y la figura 11d después de que la bola ha llegado
al reposo en el fondo del cascarén. Elegimos que nuestro origen
coincida con la posicién inicial del centro del cascarén. La
figura 115 muestra que, con respecto a este origen, el centro de
masa del sistema bola-cascarén ests ubicado a una distancia IR
hacia la izquierda, a mitad del camino entre las dos particulas.

La figura 11d muestra que el desplazamiento del cascaron esta
dado por

d=1R.

El cascarén debe recorrer hacia la izquierda esta distancia
mientras la bola llega al reposo.

La bola llega al reposo por la fuerza de friccion que actia
entre ellay el cascaron. Por qué no afecta esta fuerza de friccion
a ]a ubicacién final del centro de masa?

9-4 IMPETU LINEAL
DE UNA PARTICULA

El impetu de una particula aislada es un vector p definido
como el producto de su masa m por su velocidad v:

p = myv. (19)

El impetu, por ser el producto de una cantidad escalar por
una vectorial, es en si mismo un vector. Puesto que es
proporcional a v, el impetu p de una particula depende del
marco de referencia del observador; debemos siempre
especificar este marco.

Newton, en sus famosos Principia, expresé la segunda
ley del movimiento en funcién del impetu (al cual llamé
“cantidad de movimiento™). Expresado en la terminologia
moderna la segunda ley de Newton se lee asi:

La razén de cambio del impetu de un cuerpo es igual
a la fuerza resultante que actiia sobre el cuerpo y estd
en la direccion de esa fuerza.

oy
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En forma simbolica esto se convierte en

_d
SF=2. (20)

Aqui TF representa la fuerza resultante que actua sobre la

particula.

Para una particula aislada de masa constante, esta forma
de la segunda ley es equivalente a la forma F = ma que
hemos venido usando hasta ahora. Esto es, si m es cons-

tante, entonces

F=—E=E(mv)=m—=ma.

Las relaciones F = ma y F = dp/dt para particulas aislz}das

son completamente equivalentes en la mecénica clésica.
Se halla una relacién conveniente entre el impetu y la

energia cinética al combinar K = im vty p =muv,locual da

_r 21)
2m’

Impetu a velocidades elevadas (Opcional)

Con velocidades de la patticula cercanas ala velgcgdad delaluz
(tegion en la que debe usarse la teotia de la relatividad en lugar
de la mecdnica newtoniana), la segunda ley de Newton en la
forma F = ma ya no tiene validez. Sin embargo, sucedp que
la segunda ley de Newton en la forma F = dp/dt es todav}a una
ley vélida si el impetu p de una particula aislada se define no
como myv sino como

p=—, @2)
VI —v?¥/c?

donde ¢ es la velocidad de la luz.I A velocidades ordinarias
(v <), la ecuacién 22 se reduce a la ecuacion 19. -

Para particulas relativistas, puede demostrarse que la relacion
bésica entre el impetu y la energia cinética es

K=(pc)* + (mc?)? — mc2. (23)

Detivaremos este resultado en el capitulo 21. La figura 12
muestra una compatacion entre el resultado clasico (Ec. 21) y
el relativista (Ec. 23) en particulas para un intervalo de veloci-
dades. Obviamente, el resultado clasico no funciona para velo-
cidades elevadas. Como lo esperdbamos (véase el problema 27),
la ecuacidn 23 se reduce a la ecuacién 21 para velocidades
ordinarias. ) )

Independientemente de 1a forma en que escribamos la energia
cinética, ésta tiene dimensiones de la masa por la yelocxdad al
cuadrado, que es lo mismo que el impetu multiplicado por la
velocidad. Por lo tanto, podemos escribir, usando nuestra nota-
cion de la seccién 1-7 para indicar dimensiones,

L}
[p] - [U] .

A menudo resulta conveniente expresar el impetu en uni,dadcs
de energia divididas por la velocidad y, al trabajar con particulas,
son elecciones convenientes las expresiones eV/c, MeV/c, et?.
Esto nos permite expresar la cantidad pc en unidades de energfa
tales como MeV, 1o cual es mucho mas conveniente al trabajar
con expresiones como la ecuacion 23. Para un electrén con un
impetu dado de 1.5 MeV/c, por ejemplo, el término pc de la

LICTRCA
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Figura 12 Una comparacién de las relaciones clasica (Ec.
21) y relativista (Ec. 23) entre el impetu y la energia cinética
para electrones emitidos en ciertos procesos de
desintegracion radioactiva. Los circulos representan las
mediciones experimentales; las batras horizontales y
vetticales que pasan a través de los circulos representan el
margen de incettidumbre en estas mediciones. Los datos
favorecen obviamente la relacidn relativista. Nétese que, a
baja velocidad (energia e impetu pequefios), las dos
relaciones son indistinguibles.

ecuacién 23 es de 1.5 MeV y puede calcularse facilmente que
la energfa cinética del electrdn es, segiin esa ecuacion, 1:1 MeV.

En la region de velocidades muy altas de la par’t1c1.11a, el
impetu p de la particula puede ser tan grande que el término pe
de la ecuacién 23 resulta mucho mds grande que el término mc’,
por lo que la ecuacién se reduce entonces a K = pc con una buen'a
aproximacion. La expresion del impetu en um'd’ades de energia
divididas por ¢ es especialmente itil en esta region. Pot ejemplo,
un electrén cuyo impetu sea de 500 MeV/c tiene una energia
cinética muy cercana a los 500 MeV. (Obsérvese que esta
aproximacién es muy pobre para el electron de 1.5 MeV consi-
derado anteriormente.) B

9-5 IMPETU LINEAL DE UN SISTEMA
DE PARTICULAS

Supongamos que en lugar de una particula aislada tene-
mos un sistema de N particulas, con masas m,, my,..., my.
Supongamos también que ninguna masa entra o sale del
sistema de modo que la masa total M (= Lm,) del sistema
permanece constante en el tiempo. Las particulas pueden
interactuar entre si, y las fuerzas externas pueden actuar
igualmente sobre ellas. Cada particula tiene cierta veloci-



214 Capitulo 9 Sistemas de particulas

dad y cierto impetu en el marco de referencia particular
que se esté usando. El sistema, como un todo, tiene un
impetu total P, el cual se define simplemente como el
vector suma de los impetus de las particulas individuales
en este mismo marco, o sea

P=p,+p,+ - +py
=myv,+myv,+ - -+ myvy,. (24)

Si comparamos esta relacion con la ecuacién 13, vemos
de inmediato que

P=Mv,, (25)

la cual es una definicién equivalente al impetu de un
sistema de particulas:

El impetu lineal total de un sistema de particulas es
igual al producto de la masa total del sistema por la
velocidad de su centro de masa.

Si diferenciamos la ecuacidén 25 con respecto al tiempo
obtenemos, para una masa constante M supuesta,

dp av

20—y Sem

7 7 Ma_,. (26)
La comparacion de la ecuacién 26 con la ecuacién 16,
XF, = Ma_, nos permite escribir la segunda ley de
Newton para un sistema de particulas en la forma:

dP
ZFu=—. @27

La ecuacion 27 afirma que, en un sistema de particulas, la
fuerza externa neta es igual a la velocidad de cambio del
impetu lineal del sistema. Esta ecuacion es la generaliza-
cion de la ecuacion de una particula aislada, £F = dp/dt
(Ec. 20), a un sistema de muchas particulas, cuando nin-
guna masa entra o sale del sistema. La ecuacidén 27 se
reduce a la ecuacién 20 para el caso especial de una
particula aislada, puesto que sélo pueden actuar fuer-
zas externas sobre un sistema de una sola particula. En
la seccién 9-8 consideraremos las modificaciones de la
ecuacién 27 para sistemas de masa variable.

9-6 CONSERVACION DEL IMPETU
LINEAL

Supongamos que la suma de las fuerzas externas que actiia
sobre un sistema es cero. Entonces, segiin la ecuacién 27,

dp

—— =0 o P = una constante.
at ©

Cuando la fuerza externa neta que actia sobre yp
sistema es cero, el vector del impetu total del sistemq
permanece constante.

Este resultado sencillo, pero de caracter general, se llama
ley de conservacidn del impetu lineal. Al igual que la ley
de conservacidn de la energia, la ley de conservacién de]
impetu lineal se aplica a una gran variedad de situacioneg
fisicas y no tiene excepciones conocidas.

Las leyes de conservacion (tales como las de la energia
y del impetu lineal, que ya hemos visto, y las del impety
angular y la carga eléctrica, que veremos mas adelante en
el texto) son de importancia tedrica y practica en la fisica,
porque son sencillas y universales. Las leyes de conser-
vacion de la energia y del impetu lineal, por ejemplo, van
maés alld de las limitaciones de la mecdnica clasica y
permanecen validas tanto en el ambito relativista como en
el cuantico.

Todas las leyes de la conservacién tienen la forma
siguiente. Mientras, el sistema esta cambiando, existe un
aspecto del mismo, por otra parte, que permanece inalte-
rable. Observadores diferentes, cada uno de ellos en un
marco de referencia diferente, al observar el cambio de
un mismo sistema, estarian todos de acuerdo en que las
leyes de conservacion se aplican al sistema. Por ejemplo,
para la conservacién del impetu lineal, observadores si-
tuados en marcos de referencia inerciales diferentes, asig-
narian valores diferentes de P al impetu lineal del sistema,
pero todos estarian de acuerdo (suponiendo que EF_, = 0)
en que el valor de P permanece sin cambio mientras se
mueven las particulas que forman el sistema. La fuerza F
es invariante con respecto a las transformaciones galilea-
nas (todos los observadores inerciales estan de acuerdo en
su medicién). Si £F,. = 0 en cualquier marco inercial,
entonces todos los observadores inerciales hallaran tam-
bién que ZF,, = 0 y llegaran a la conclusién de que ese
impetu se conserva.

El impetu total de un sistema puede ser cambiado
solamente por las fuerzas externas que actilen sobre el
sistema. Las fuerzas internas, por ser iguales y opuestas,
producen cambios de impetu iguales y opuestos, que se
cancelan entre si. En un sistema de particulas en el cual
no actue ninguna fuerza externa,

p,+p,+ -+ -+ p,= una constante. (28)

Los impetus de las particulas individuales pueden cam-
biar, pero su suma permanece constante si no existe fuerza
externa alguna.

El impetu es una cantidad vectorial. La ecuacion 28 es,
por lo tanto, equivalente a tres ecuaciones escalares, una
para cada direccion de las coordenadas. De aqui que la
conservacion del impetu lineal nos proporciona las tres
condiciones del movimiento de un sistema al cual se
aplique. Por otra parte, la conservacion de la energia nos

Frontera del sistem
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Sin friccion

Figura 13 Problema muestra 6. Un arma dispara una rafaga
de balas contra un bloque de madera. Analizamos el sistema
que definimos que consta del bloque y las balas en vuelo.

proporciona solamente una condicidén del movimiento de
un sistema al que se aplique, porque la energia es una
cantidad escalar.

Si nuestro sistema de particulas consta solamente de
una particula aislada, entonces la ecuacion 28 se reduce a
afirmar que, si ninguna fuerza neta actia sobre ella, el
impetu de la particula es una constante, lo cual es equiva-
lente (para una particula aislada) a afirmar que su veloci-
dad es una constante. Esto es, simplemente, otra forma de
enunciar la primera ley de Newton.

Problema muestra 6 Una rafaga de balas de masa m y de
3.8 g cada una, se dispara horizontalmente con una velocidad v
de 1100 m/s contra un gran bloque de madera de masa M
(= 12 kg) que inicialmente estd en reposo sobre una mesa hori-
zontal; véase la figura 13. Si el bloque puede deslizarse sin
friccion por la mesa, ;qué velocidad adquirira después de que
se han incrustado en él 8 balas?

Solucion La ecuacion 28 (P = una constante) es valida sola-
mente para sistemas cerrados, en los que no entre ni salga
patticula alguna. Entonces nuestro sistema debe incluir tanto al
bloque como a las 8 balas, considerado como un todo. En la
figura 13, hemos identificado a este sistema trazando una curva
cerrada a su alrededor.

Por ahora, consideratemos solamente la direccién horizontal.
No actia ninguna fuerza externa horizontal sobre el sistema
bloque + balas. Las fuerzas que actian cuando las balas chocan
contra el bloque son fuerzas internas y no contribuyena F,, 1a
cual no tiene una componente horizontal.

Puesto que no actuan fuerzas externas (horizontales), pode-
mos aplicar la ley de conservacion del impetu (Ec. 28). El
impetu inicial (horizontal), medido mienttas las balas estin
todavia en camino y el bloque estd en reposo, es

P, = N(mv),

en el cual mv es el impetu de una bala individual y N = 8. El
Impetu final, medido cuando todas las balas estén en el bloque
y el bloque se deslice sobre la mesa a velocidad V, es

Pi=(M+ Nm)V.

La conservacién del impetu requiere que
Pi=P
O sea

Nimv) =M + Nm)V.
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Resolviendo para ¥ nos da

__Nm__ (8)3.8X10"*kg)

TM+Nm” T 12kg+ (8)3.8 X 102 kg)
= 2.8 m/s.

V (1100 m/s)

Con la eleccion que hemos hecho del sistema, no tuvimos que
considerar las fuerzas ejercidas cuando las balas penetran en el
bloque. Esas fuerzas son todas internas.

En direccion vertical, las fuerzas externas son el peso de las
balas, el peso del bloque, y la fuerza normal sobre el bloque.
Mientras que las balas estan en vuelo, adquieren la componente
de un impetu vertical pequefio como resultado de la accion de
la gravedad. Cuando las balas chocan contra el bloque, el bloque
debe ejercer sobre cada bala una fuerza con componentes tanto
horizontal como vertical. Junto con la fuerza vertical sobre la
bala, que es necesaria para que su impetu vertical cambie a cero,
debe haber (de acuerdo con la tercera ley de Newton) un
aumento correspondiente de la fuerza normal ejercida sobre el
bloque por la superficie horizontal. Este aumento no sélo se
debe al peso de la bala encajada; tiene una contribucién adicio-
nal que proviene de la razén de cambio del impetu vertical de
la bala. Cuando todas las balas hayan llegado al reposo respecto
al bloque, la fuerza normal serd igual a los pesos combinados
del bloque y de las balas encajadas.

Por simplicidad, para la resolucién de este problema hemos
supuesto que las balas se disparan tan rapidamente que las 8
estdn en vuelo antes que la primera bala llegue al bloque. ;Puede
usted resolver este problema sin hacer esta suposicion?

Supongamos que la frontera del sistema se amplia de modo
que incluya al arma, la cual se halla fija a la Tierra. ;Cambia el
impetu horizontal de este sistema antes y después del disparo?
(Existe una fuerza externa horizontal?

Problema muestra 7 Como lo muestra la figura 14, un ca-
noén cuya masa M es de 1300 kg dispara una bala de 72 kg
en direccion horizontal a una velocidad de salida de v = 55 m/s.
El canén esta montado de modo que pueda recular libremente.
(a) ;Cual es la velocidad V del cafidn al recular respecto a la
Tierra? (b) ;Cual es la velocidad inicial v, de la bala respecto a
la Tierra?

Soluciéon (a) Elegimos como nuestro sistema al cafién + la
bala. Al hacerlo asi, las fuerzas asociadas con el disparo del
cafion son internas al sistema, y no tenemos que tratar con ellas.
Las fuerzas externas que actiian sobre el sistema no tienen
componentes hotizontales. Asi, la componente horizontal del
impetu lineal total del sistema debe permanecer sin cambio
cuando el cafién es disparado.

Elegimos un marco de referencia fijo respecto a la Tierra y
suponemos que todas las velocidades son positivas si apuntan
hacia la derecha en la figura 14.

Antes de ser disparado el caindn, el sistema tiene un impetu
inicial P, igual a cero. Después de haber sido disparada, la bala
tiene una velocidad horizontal v con respecto al cafién al
recular, siendo v la velocidad de salida del canon. Sin embargo,
en el marco de referencia de la Tierra la velocidad horizontal
de la bala es v + V. Entonces, el impetu lineal total del sistema
después del disparo es

Pi=MV+mpv+ V),
donde el primer término de la derecha es el impetu del canon

al recular y el segundo término el de la bala cuando va en
camino.
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Frontera del sistema

Figura 14 Problema muestra 7. Un cafién de masa M
dispara una bala de masa m. Las velocidades de la bala y del
cafion al tecular se muestran en un marco de referencia fijo
en la Tierra. Las velocidades se consideran positivas hacia la
derecha.

La conservacién del impetu lineal en la direccién horizontal
requiere que P, = P, o sea

O=MV+m@v+V).
Resolviendo para V nos da

mv _ (72kg)55Sm/fs)

V= "Mtm 1300kgt+T2kg 20 ™S

El signo menos nos dice que el canon recula hacia la izquierda
en la figura 14, como esperabamos que lo haria.

(b) La velocidad de la bala respecto al caion (al recular) es
la velocidad de salida v. Con respecto a la Tierra, la velocidad
de la bala es

e=v+V
=55m/s +(—2.9 m/s) = 52 m/s.

A causa de lareculada, la bala se mueve un poco mas lentamente
respecto a la Tierra de lo que lo haria de no existir reculada.
Notese la importancia, en este problema, de elegir al sistema
(cafion + bala) de manera acertada y siendo absolutamente claro
respecto al marco de referencia (la Tierra o la reculada del
candn) al que se refieren las diversas mediciones.

Problema muestra 8 La figura 15 muestra dos bloques uni-
dos por un resorte y libres de deslizarse sobre una superficie
horizontal sin friccién. Los bloques, cuyas masas son m, y m,,
son separados y luego soltados a partir de una situacién en
reposo. ;Qué fraccion de la energia cinética total del sistema
tendra cada bloque en cualquier tiempo posterior?

Soluciéon Tomamos a los dos bloques y al resorte (supuesto
sin masa) como nuestro sistema y, como marco de referencia, a
la supetficie horizontal sobre la que se deslizan. Suponemos que
las velocidades son positivas si apuntan hacia la detecha en la
figura 15.

El impetu inicial P, del sistema antes de soltar a los bloques
es cero. El impetu final, en cualquiet tiempo después de haber
soltado a los bloques, es

Pe=m, + myp,,

donde v, y v, son las velocidades de los bloques. La conserva-
cion del impetu requiere que P, = P,, o sea,

0=my, +my,.
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/ v2 v1 \ fision nuclear. La escala vertical da la
— L ] ) fraccion de fisiones que se producen
m2 mf , en un fragmento con el nimero de
. masa dado por la escala horizontal.
Sin friccion J ., (b) La distribucidn de la energia de
® my los fragmentos emitidos en la fision.
Figura 15 Problema muestra 8. Dos bloques, descansando 25
sobre una supetficie sin friccién y unidos por un resorte, han ;7 x
sido apartados y luego soltados desde el reposo. El impetu 5 :
total inicial es cero, y asi debe permanecer en todos los g
tiempos sucesivos. &
Entonces, tenemos que i
;;- = —;ﬁ , (29 %0 % 100 110 120 130 140 150 160

Ndmero de masa
diciéndonos el signo menos que las dos velocidades tienen
siempre direcciones opuestas. Esto se cumple para cualquier
instante después de haber soltado a los bloques, no importa cual
sea la velocidad de cada uno de ellos.

Las energias cinéticas de los bloques son K, = 2m,v{ y K, =
1m, v} . La fraccion que buscamos es, para el bloque de masa m,,

K, _  imp}
h= = 2 2"
K, +K, impi+imyus

Sustituyendo v, = -v,(m,/m,) nos lleva, después de un poco de
algebra, a

=M
/i m +m,’

De manera similat, para el bloque de masa m,,

80 90

f= m, Energia (MeV)
2 m+my
Entonces, aunque la energia cinética del sistema oscilante varia o . . - o
con el tiempo, la distribucién de esta energia entre los dos Otro ejemplo practico c!e este efecto ocutre 2en el caso de la de la fisi6n se lleva a cabo de acuerdo con la restriccion de que
fisién nuclear, en que un micleo pesado como el **U se divide en el impetu se conserva.

bloques es una constante, independiente del tiempo, recibiendo
el bloque con menor masa la mayor parte de la energfa cinética
disponible. Si, por ejemplo, m, = 10m,, entonces

dos fragmentos m4s ligeros. Los fragmentos son impulsados por
surepulsion eléctrica mutua desde una posicién inicial en que se
encuentran muy proximos entre si y casi en reposo. De la ecua-
cién 29, esperamos que la razén de las energias cinéticas sea

2
K, _dmp} (@)(ﬂ)’ _m
3 .
K, imy3 my/ \D, m,

_ 10m;
' m, + 10m, 091y

=———-—’nl =
2 m, + 10m, 0.09.

9-7 TRABAJO Y ENERGIA EN UN
SISTEMA DE PARTICULAS (Opcional)

En este caso, el bloque menos pesado (m,) obtiene el 91% de la

energia cinética disponible y el bloque mas pesado (m,) obtiene Est. . . L , . . .
1Dk o es, el fragmento mds pesado tiene la energia cinética mds La figura 17 muest d 1
- ) g uestra a un patinador que se impulsa desde una
el 9% restante. En el limite m, m, e! b’lc.)que menos pesado pequefia. barandilla, ganando enereia cinéti 1 Si| N
obtiene esencialmente toda la energia cinética. EH L, - . » 82 g clica en el proceso. Sl le pregun
Las expresiones para f, y f, se aplican igualmente bien auna _Lq flSan es un proceso estadistico, en el cual existe una tamos al patinador de donde proviene esta energia cinética,
piedra que caiga en el c;mpzo gravitatorio de la Tierra. Si m dl.strlbucmn de las masas posibles de los fragmentos y una dis- probablemente nos dird que, a juzgar por sus esfuerzos muscu-
representa a | a%nasa de la Tierra y m, a la masa de la picara eti tribucion correspondiente de las energias cinéticas de los frag- lares, 1a energia requetida debe provenir de su propia reserva de
el marco de referencia de sus centros de masa. la piedra tomma ?entos. La figura 16a muestra la distribucion de la masa y la energia interna. Tratemos de verificar este argumento aplicando
. S - L oo 1gura 165 muestra la distribucion de la energfa cinética. Nétese la conservacion de la energia al sistema que consta tinicamente
casi toda la energia cinética (f = 1) y la Tierra toma muy poca que la fision en fragmentos de igual masa es muy rara; un del patinador.

(f; = 0). Las magnitudes de los impetus lineales de la piedra y
de la Tietra son iguales, aunque la pequeiia velocidad de la
Tierra es compensada por su enorme masa. Este argumento

fragmento tiene usualmente un nimero de masa de alrededor de
138 y el otro altededor de 94. Una razén tipica de masa m,jm,

Segiin la ecuacion 28 del capitulo 8 tenemos que

s o e 0 Tl | 5o et te 59108008 Ut MM SRLSH O
erljlliz;glrocfbjitcc):zsuc:;;ogajs laaazggr%l:;ci: ;raiﬁg ;ﬁc};tz;rea 0.68, igual a la razén de masa tipica, como era de esperatse. Al derivar la ecuacion 33 del capitulo 8, dividamos la energia
) Entonces, el reparto de la energia cinética entre los fragmentos cinética de un sistema en dos términos: AK,,, que reptesenta los

|
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Ea) (b) )

Figura 17 (a) Un patinador se empuja a s mismo contra la
barandilla. La barandilla ejerce una fuerza F, sobre el
patinador. (b) Después de haberse empujado, el patinador se
mueve a una velocidad v,

movimientos internos de las particulas del sistema, y AK, que
reptesentaba el movimiento “global” del sistema. Aqui indica-
mos explicitamente que este movimiento “global” es, de hecho,
el movimiento del centro de masa, y la energfa cinética cotres-
pondiente es

Kem = M2, (31)

que es la energia cinética que el sistema de masa total M tendria
si se moviese como una particula a una velocidad v, La energia
cinética interna esta incluida en la ecnacion 30 como una parte
de AE,,. (Véase el problema 49 para una derivacién de esta
division de la energia cinética.)

No hay cambios en la energfa potencial del patinador (el hielo
es horizontal), de modo que hacemos que AU = 0. Ademas, la
barandilla no trabaja sobre el patinador porque el punto de
aplicacidn de la fuerza no se mueve. Recordemos la explicacién
que acompafiaba a la figura 13 del capitulo 8. Cuando se efectia
un trabajo externo sobte un sistema, la energia se transfiere a
través de las fronteras del sistema. No se transfiere ninguna
energia de la barandilla al patinador, asi que la barandilla
no efectia ningun trabajo externo sobre el patinador. Entonces
W =0, y la ecuacién 30 se reduce a

AI{cm = AE'int . (32)

Puesto que AK_, es una cantidad positiva (el patinador gana
energia cinética al empujarse contra la barandilla), AE,, debe
ser una cantidad negativa. Esto confitma el argumento del
patinadot: la energfa cinética que adquiere al empujarse contra
la barandilla proviene de su reserva de energia interna y no de
alguna fuente externa.

El anilisis de la energia es 1til, peto podtriamos deseat it mas
alld y analizar el sistema en funcioén de las fuerzas y las acele-
raciones. Veamos qué podemos aprender del patinador aplican-
do la segunda ley de Newton. La barandilla ejerce una fuerza
F,,, sobre el patinador (al cual continuamos viendo como nues-
tro sistema). Para empujarse desde la barandilla, el patinador
debe estirar, necesariamente, su brazo. Como resultado, las
diferentes partes de su cuetpo pueden tener desplazamientos,
velocidades, y aceleraciones diferentes mientras se estd empu-
jando. Asl, el patinador debe de ser tratado no como una
particula aislada sino como un sistema de particulas. En este
caso, usando la ecuacion 16, podemos hallar la aceletacién del
centro de masa del patinador si conocemos la fuerza externa
ejercida sobre él por la barandilla:

Fou=Ma,. 33)

Para una particula aislada, hallamos que el teorema trabajo-
enetrgia (W= AK) es unresultadotil. Esta clato que no podemos

aplicar este teorema al patinador, porque éste no se mueve como
una particula inica. Como yalo habjfamos deducido, W =0, pero
AK + 0. Entonces la forma de particula tinica del teorema
trabajo-energia no es vélida. Tratemos de hallar una relacién
que sea aplicable a un sistema de particulas.

Hagamos que una fuerza externa neta F,, actie sobre un
sistema de particulas. Consideremos el caso general en que el
punto de aplicacién de esta fuerza puede moverse o que (como
en el caso del patinador de la Fig. 17) puede no moverse en
nuestro marco de referencia inercial elegido. Suponemos que
todas las fuetzas y movimientos estdn en la direccién x. Puesto
que estamos tratando con un sistema de particulas, enfocamos
nuestra atencién no al movimiento del punto de aplicacion de
la fuerza externa sino al movimiento del centro de masa del
sistema.

Supongamos que el centro de masa del sistema se mueva una
distancia dx_, a lo largo del eje x. Al multiplicar cada lado de la
ecuacién 33 por dx_, nos da

Fexl dxcm = Macm dxcm = M d‘l;;m UCI'I'I dt’
donde hemos reemplazado a,, por dv_Jdry a dx,, por v, dt.
Esto da

F,, dx..= My, dv,. (349)

Supongamos que el centro de masa se mueve desde x; hasta x;
cuando esta fuerza actiia. Al integrar la ecuacion 34 entre estos
limites tenemos gque

f " P dotem = f ™Mb dogy = $M2, c— $Mv2, . (35)

Xi

El lado defrecho de la ecuaciéon 35 puede escribirse usando la
ecuacion 31 en la forma K, ;- K,,,; = AK_,,.. Esto representa el
cambio en la energia cinética que expetimentaria una particula
de masa M cuya velocidad cambiarade v, ;a v,

El lado izquierdo de la ecuacién 35 se parece un poco a la
definicidn del trabajo y, de hecho la integral tiene la dimension
de trabajo. Sin embargo, este trabajo no es en el sentido en que
lo hemos definido, porque dx_, no es el desplazamiento del
punto de aplicacién de la fuerza externa. (En nuestra definicion
original del trabajo W = [F dx del capitulo 7, dx era el despla-
zamiento del punto de aplicacion de F.) Obsérvese nuevamente
que el desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza
externa es cero en la figura 17, y por lo tanto W= 0 en ese caso,
pero el lado izquierdo de la ecuacién 35 no es cero.*

En muchos casos de interés para nosotros, la fuerza externa
es constante y puede ser sacada fuera de la integral en la
ecuacion 35. El resto de la integral da el desplazamiento neto s,

* Algunos autores usan los términos seudotrabajo o trabajo
del centro de masa para describir el lado izquierdo de la ecua-
cién 35. Esta ecuacion se conoce a veces como la ecuacion del
centro de masa. Nosotros preferimos no introducir un término
estrechamente relacionado con el trabajo para describir una
cantidad que no estd relacionada con el significado aceptado de
trabajo. Para un compendio general del trabajo y la energia en
un sistema de particulas, véase “Developing the Energy Con-
cepts in Introductory Physics”, por A. B. Arons, The Physics
Teacher, octubre de 1989, pag. 506).

Seccién 9-7 Trabajo y energla en un sistema de particulas (Opcionaly 219

del centro de masa del sistema. En este caso podemos reesctibir
la ecuacion 35 asi:

Fexlscm = AKcm - (36)

La ecuacion 35 se parece al teorema trabajo-energia para una
particula, y de hecho se reducitia a ese resultado si nuestro
sistema constara solamente de una particula aislada (o de un
cuerpo que pueda ser tratado como una particula). Existe, sin
embargo, una diferencia importante entre la ecuacion 35 y el
teorema trabajo-energia para una particula. El teorema trabajo-
energia para una particula aislada es también un enunciado
sobre la conservacion de la energia en el movimiento de una
particula, porque la energia de traslacion es la 1inica clase de
energia que una particula puede tener. La ecuacién 35, por el
contrario, no es en sentido alguno una expresién de la conser-
vacion de la energia, porque un sistema de particulas puede
tener energia en otras formas, incluyendo la interna, la poten-
cial, y la de rotacién, entre otras. Para un sistema de particulas,
la ecuacion 35 y la conservacion de la energia (Ec. 30) pueden
aplicarse como relaciones separadas e independientes.

Como un ejemplo de la aplicacion de estos principios, consi-
deremos el resultado de empujar una regla de un metro (inicial-
mente en reposo) que pueda deslizarse libremente sin friccién
sobre una superficie horizontal. Ejercemos una fuerza constante
de magnitud F,, la cual puede ser aplicada sobte cualquier parte
de la regla. Si aplicamos la fuerza en la marca de 50 c¢m
(Fig. 18a), la regla se mueve como una patticula con una ace-
leracién a_, = F, fm; cada punto de la regla se mueve con esta
aceleracion. El desplazamiento s del punto en el que aplicamos
la fuerza es igual al desplazamiento s, del centro de masa. En
este caso, efectuamos un trabajo de magnitud F, s cuando
toda la regla (que se mueve como una particula) es desplazada
ens,,. La forma de particula del teorema trabajo-energia puede
emplearse para hallar la velocidad resultante v de cada punto
de la regla. Consideremos ahora el caso en que la fuerza se
ejerce en la marca de 25 cm (Fig. 18b). Si usted trata de llevar
a cabo este experimento, hallatd que la regla no se mueve como
una particula. Como veremos en el capitulo 12, podemos dividir
este movimiento complejo en dos pattes: el movimiento de
traslacién como una patticula y la rotacién con respecto al
centro de masa. El punto en el cual aplicamos la fuerza se mueve
una distancia mayor que s, como lo podemos ver en la figu-
ra 18b. El trabajo que efectuamos sobre la regla es, por tanto,
mayor que F_ s, . Para analizar este movimiento debemos usar
ambas ecuaciones 30 y 36. El producto F, s, da, usando la
ecuacion 36, el cambio en la energia cinética de traslacidn de
laregla. El producto F,,s, donde s es la distancia que se mueve
el punto de 25 cm al cual se aplicd la fuerza, da el trabajo W que
aparece en la ecuacion 30, el cual es una expresién de la
conservacion de la energia. Como lo expondremos en el capi-
tulo 12, podemos asignar parte de la energfa cinética total X al
movimiento de traslacion y parte al movimiento de rotacién.

Problema muestra9 Un patinador de 72 kg se empuja desde
Una barandilla, como se muestra en la figura 17, ejerciendo una
fuerza constante F = 55 N sobre la barandilla al hacerlo. Su
centro de masa se mueve a lo largo de una distancia s_, = 32 cm
hasta que pierde contacto con la barandilla. (a) (Cudl es la
velocidad del centro de masa del patinador cuando se separa de
la barandilla? (b) ;Cual es el cambio en la energfa interna
almacenada del patinador durante este proceso?

Solucién (a) Una vez mis el patinador es nuestro sistema.
Segiin la tercera ley de Newton, la barandilla ejerce sobre el

b= Fext
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Figura 18 (a) Una regla de un metro es empujada a lo largo
de una superficie hotizontal sin friccién por una fuerza F,,, .
La fuerza se ejerce en la marca de 50 cm. Aqui la regla se
mueve como una particula. (b) La fuetza se ejerce ahora
sobre la marca de 25 cm. La regla gira ahora al mismo
tiempo que se traslada y ya no se mueve como una particula.
La fuerza se ejerce en un desplazamiento s que es mayor que
el desplazamiento s, del centro de masa.

patinador una fuerza de 55 N hacia la derecha en la figura 17.
Esta fuerza es la inica fuerza externa que necesitamos conside-
rar. Segun la ecuacion 36, tenemos que

FouSem = $Mv%, — 0,

O sea
_ [ Fusem _ [255NY02m)
Uem \/ M 72 kg =0.70 m/s.

(b) Apliquemos ahora la ley de conservacion de la energia, la
cual, en las condiciones que corresponden a este problema, toma
la forma de la ecuacion 32, o sea

AE = —AK,, =—iMv2, = — 472 kg)0.70 m/s)?
=—17.61.

Esta cantidad de energia interna podria reponerse digiriendo 2
de cucharadita de cualquier refresco dietético.

Problema muestra 10 En este caso, nuestro patinador se
empuja contra su compafiera, quien esta parada con la espalda
contra una pared, como en la figura 19a. Ambos tienen los
brazos doblados inicialmente. Cada uno empuja contra el otro
estirando los brazos, hasta que se separan (Fig. 19b). La com-
pafieta ejerce una constante de fuerza F,, = 55 N a lo largo de
una distancia de s = 32 cm; ésta es la distancia en que se mueven
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Figura 19 Problema muestra 10. (a) Un patinador y su
compafiera se preparan para ejercer fuerzas uno contra el otro
extendiendo sus brazos. La compaiiera apoya la espalda
contra la pared y, por lo tanto, no se mueve. (b) Después de
que los brazos se han extendido, el patinador se mueve a una
velocidad v_,.

realmente sus manos al extender sus brazos. En el instante
en cesa el contacto, el centro de masa del patinador se ha movido
alolargo de una distancia total de s, = 58 cm como resultado de
la extensidn de ambos pares de brazos. (a) ;Cudl es la velocidad
del centro de masa del patinador después de haber cesado el
contacto? (b) ;Cual es el cambio en la energia interna almace-
nada del patinador dutante este proceso?

Solucién (a) Tomamos al patinador como nuestro sistema.
Notese que en este caso existe un trabajo externo efectuado sobre
el sistema, de modo que hay una transferencia de energia a través
de la frontera del sistema. Segun la ecuacién 36 tenemos que

Fextscm = AKCI'I‘I = %Mllgm -0,
O sea

 Fusem [2G5NYX058m)
vcm_V—M—'_ —7m——094 m/s.

(b) Segin la ecuacion de la conservacion de energia para
nuestro sistema, tenemos que

AKo +AE, = W,

donde W (= F,s) es el trabajo externo efectuado sobre el
patinador por su compafiera. Resolviendo para el cambio de
energia intetna AE,, y sustituyendo el resultado AK_, = F.s_,
de la parte (a), obtenemos

AE,, = W AKcm = Fexts - Fextscm
= (55 NX0.32 m) — (55 N)X0.58 m)
=+1761-319J=-1431].

Asi pues, para lograr su energia cinética final, el patinador debe
proporcionar 14.3 J de energia de sus recutsos internos. Su
compaiiera proporciona 17.6 J al efectuar el trabajo sobre el
patinador, trabajo que, por supuesto, proviene de la reserva
interna de ella. Si la compafiera no estuviera presente y el
patinador hubiera alcanzado la misma energfa cinética empu-
jandose directamente contra la pared, necesitatia proporcionar
los 31.9 J completos de energia cinética a partir de su fuente de
energia interna.

Problema muestra 11 Un bloque de 5.2 kg se ptoyecta sobte
una superficie horizontal a una velocidad horizontal inicial de
0.65 m/s. El coeficiente de friccion cinética entre el bloque y la

superficie es de 0.12. (@) ;Qué le pasa a la energia cinética
inicial del bloque? (b) ;Qué distancia recorre el bloque hasta
llegar al reposo?

Solucién (a) Al aplicar la conservacion de energia, el siste-
ma mds 1til a considerar es el bloque mds la porcién de la
supetficie horizontal sobre la que se desliza. Al usar la ecua-
cidn 30, tenemos que AU = 0, porque no ocurtre ningiin cambio
de energia potencial sobre la superficie horizontal. Ademas
W = 0, porque no actia ninguna fuerza externa sobre el sistema.
(Hemos definido al sistema de modo que la friccion sea una
fuerza interna.) Asi, la ecuacién 30 resulta

AE,=—AK.,,

donde AK,, es negativa, correspondiendo a una pérdida de
energia cinética. Sustituyendo valores, tenemos que

AE,, = —(0 — $Mp2,) = + 5.2 kg)0.65 m/s)?
=+111J.

Este aumento en la energia interna del sistema se revela como
un incremento pequefio de la temperatura del bloque y de la
supetficie horizontal. Es dificil de calcular cémo se distribuye
esta energia entre el bloque y la superficie; en gran parte
evitamos esta dificultad al considerar al sistema formado por el
bloque m4s la supetficie, en lugar de analizar el bloque sola-
mente.

(b) En este caso, elegimos al bloque solamente como nuestro
sistema. No podemos tratar al bloque como una particula,
potque aqui intervienen las transferencias de energia (especifi-
camente, de la energia interna) distintas a la energia cinética de
traslacion. Aplicando la ecuacién 36, tenemos que

Fexlscm = AKcm I

donde F,, es la fuerza de friccion externa (= -uMg, tomando la

ext

direccion del movimiento como positiva) que actua sobre el
bloquey s__ es el desplazamiento del centro de masa del bloque.
Entonces, tenemos que

(—uME)(Sem) = 0 — MV,

_vi, _ (0.65 m/s)
Sem = g 20.12)98m/sh) =

O sea

9-§ SISTEMAS DE MASA VARIABLE
(Opcional)

Imaginemos que la curefia que sostiene al caiién en la figura 14
sostiene también a una gran dotacion de balas de cafion. Cuando
el cafién se dispara repetidamente, la curefia (que suponemos se
mueve sin friccién) recula hacia la izquierda, y con cada recu-
lada aumenta su velocidad. Con la frontera del sistema repre-
sentada como en la figura 14, sabemos que el impetu horizontal
total debe ser cero y que no existe ninguna fuerza horizontal
neta sobre el sistema. Sin embargo, si consideramos un sistema
que incluya solo al cafién mas la curefia, entonces el plantea-
miento previo ya no es valido. El impetu del cafién aumenta
cada vez que se dispara, y es apropiado que usemos el lenguaje
familiar de la fisica newtoniana para tener en cuenta el cambio
en el impetu pot la accién de una fuerza apropiada. En este caso,
la fuerza que acelera al cafién es una fuerza de reaccidn: el

Frontera del sistema §'

Frontera del sistema S 74; \ /

_— ——

(5] |l
- / \ —AM
M .

(@ Tiem;);—t/ ® T emer
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Tiempo t + At

Figura 20 (a) Un sistema §’ en el tiempo ¢ consta de una masa M que se mueve a
velocidad v. (b) En un tiempo Af mas tarde, la masa original M ha arrojado cierta masa
- AM. La masa restante M + AM, a la cual llamamos subsistema S, se mueve ahora a

una velocidad v + Av.

canon, en virtud de la explosién de su carga, empuja contra las
balas de cafion que arroja, y la fuerza de reaccidn (las balas de
cafiidh empujando contra el cafién) hace mover al cafidn hacia
la izquierda.

Cuando el cafidn se dispara repetidamente, la masa total sobre
la curefia disminuye segtin la cantidad de balas de caiién que
hayan sido arrojadas. Los métodos del problema muestra 7 no
pueden emplearse facilmente pata resolver este problema pot-
que la masa M del objeto que recula es diferente cada vez que
el candn dispara.

En este ejemplo nos referiremos al sistema S, que consta del
cafién mas la curefia, como un sistema de “masa variable”. Por
supuesto, el sistema mds grande S’ que consta del cafién més les
balas de canon disparadas, es un sistema de masa constante y
también un sistema de impetu constante (en ausencia de una
fuerza externa). Sin embatgo, el sistema S mas pequeiio no tiene
una masa constante. Aln mas, las balas de cafion arrojadas
llevan consigo un impetu, y existe un flujo neto de impetu de S
que es el responsable de su aceleracion.

El ejemplo anterior da, razonablemente, una buena imagen
mental de cémo trabaja un cohete. El combustible se quema y
artoja a gran velocidad; los productos de la combustion corres-
ponden a las balas de cafién. El cohete (menos el combustible
consumido) experimenta una aceleracién que depende de la
cantidad de combustible que se consume y de la velocidad con
que se arroja.

El objetivo del anilisis de sistemas similares al cohete no
es el de considetar la cinematica de todo el sistema . En
cambio, enfocamos nuestra atencién a un subsistema particular
S, y nos preguntamos cémo se mueve S al redistribuirse la masa
dentro del sistema entero S’ de modo que cambie la masa dentro
del subsistema S. La masa total dentro de §’ permanece cons-
tante, pero el subsistema particular S que consideramos puede
cambiar su estado de movimiento al ganar o al perder masa (e
impetu).

La figura 20 muestra una vista esquematica de un sistema
generalizado. En el tiempo ¢, el subsistema S tiene una masa M
y se mueve a velocidad v en el marco de referencia particular
desde el que lo estamos observando. En el tiempo ¢ + At, la masa
de S ha cambiado en una cantidad AM (una cantidad negativa,
en el caso de una masa arrojada) a M + AM, mientras que la
masa del resto del sistema integro ' ha cambiado en una
cantidad correspondiente - AM. El sistema S se mueve ahora a
una velocidad v + Av, y la matetia arrojada se mueve a una
velocidad u, ambas medidas desde nuestro marco de referencia.

Para hacer esta situacién lo mas general posible, permitimos
también una fuerza externa F,, que pueda actuar sobte todo el
sistema. Esta no es la fuerza que impulsa al cohete (la cual es
una fuerza interna para el sistema S'), sino que es mas bien la

fuerza debida a algiin agente externo, quizés la gravedad o el
arrastre atmosférico. El impetu total de todo el sistema S’ es P,
y la segunda ley de Newton puede expresarse as:

dp
Foo =—-.
= (37
En el intervalo de tiempo Az, el cambio de impetu AP es
AP=P;,~ P, (38)

donde P,, el impetu final del sistema S’ en el tiempo ¢ + Ar, y P,
el impetu inicial de S’ en el tiempo ¢, estan dados por

P, = Mv, (39a)
Pe=(M+ AMYv+ Av) + (—AM. (39b)

El cambio en el impetu de §' es, entonces,
AP=P;—P,=(M+AM)v+Av)+ (—AMu — My. (40)

Reescribiendo la derivada de la ecuacién 37 como un limite y
sustituyendo esta expresion para AP, obtenemos

, AP
Fou = lim 27
= lim (M+AM)v+ Av) + (—AMu — My
At—0 At
. Av AM AM
4 1 — — —— —
ml-%[MAt-l-(v w At +av At]
o dv M
—Mdt+(v “)TI' (41)

Noétese que, al tomar el limite, el vltimo término dentro de los
cotchetes cuadrados se anula, porque Av — 0 segiin Af — 0. En
la ecuacién 41, M es la masa del subsistema S en el tiempo ¢, y
dv/dt es su aceleracion cuando atroja masa a la velocidad u (en
nuestro marco de referencia) y en una cantidad |dM/dy|.

Podemos también expresar la ecuacién 41 de una forma
ligeramente mas general:

M

d
Fe,‘t = E (MV) —u 7 . (42)

La ecuacion 42 no se parece en absolutoa F,, = MaoaF,_, =

d(Mv)/dt, que hemos usado previamente para analizar el movi-
miento de particulas o de sistemas de masa constante. Podemos
reducir la ecuacion 42 a la forma de particula de la segunda ley

de Newton en dos casos muy especiales solamente: (1) cuando
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Figura 22 Problema muestra 13. De una tolva cae
arena a razén de dM/dt sobre una banda transportadora
que se mueve a velocidad constante v en el marco de
referencia del laboratorio. La fuetza necesaria para
mantener a la banda moviéndose a velocidad constante
es v dM/dt. La tolva gsta en reposo en el marco de

7 =D Froculiada = (V—Wmn
//

f
. >

Frontera del sistema

% '\_\ referencia del laboratorio.
. ! e — Frontera del ‘
! | / sistema &' d> )
u ] sistema S F=va )
» ——— Fampuie = (V—1)(~ %) %
®

Figura 21 (a) Una ametralladora dispara una rafaga de balas a razén de n por unidad

de tiempo. El fmpetu total del sistema S’ permanece constante, pero el subsistema S
expetimenta una fuerza de reculada que cambia su impetu. El cambio de impetu en un
tiempo dt es exactamente igual al impetu opuesto mn u dt transportado por las balas.

(b) Un cohete expulsa un chorro de productos de combustién. El impetu total del
sistema S’ permanece constante, pero el subsistema S experimenta un empuje que
cambia su impetu. El cambio de impetu en un tiempo dt es exactamente igual al

impetu opuesto u dM transportado por el gas expulsado.

dM/dt = 0 de modo que M es una constante, en cuyo caso
estamos otra vez discutiendo sistemas de masa constante, o (2)
cuando u = 0, en cuyo caso estamos viendo al sistema de masa
variable desde un marco de referencia muy especial en el cual
la materia atrojada esta en reposo.

En general, cuando aplicamos F,,, = dP/dt al sistema § que
gana o pierde masa, debemos tener en cuenta el cambio en el
impetu de la masa que se gana o se pierde.* Esto es, como lo
sugiere la ecuacién 42 y la figura 20, debemos considerar al
sistema més grande §’, que incluye al sistema S y a la masa
adicional. Este enfoque en la dindmica de sistemas de masa
variable resalta la importancia de la ley de consetvacion del
impetu, y nos da una receta relativamente sencilla para tratar
sistemas complicados.

La ecuacién 41 ha sido derivada en una forma especial que
puede set adaptada facilmente al analisis del movimiento de un
cohete. La cantidad u - v es v_, la velocidad de los gases
expulsados con relacién al cohete. Esta es una cantidad razo-
nable a introducir, porque la velocidad de los gases expulsados
es una caracteristica de disefio fundamental del motor del cohete
y no debe expresarse en una forma que dependa de ningin otro
marco de referencia que el cohete mismo. En funcién de v,
podemos escribir la ecuacion 41 en la forma siguiente:

dv aM
ME—'Fext-'—vml—dT'

El vitimo término de la ecuacién 43 nos da la razén a la cual
el impetu esta siendo transferido al subsistema S o quizés fuera
de él. Puede ser interpretada como una fuerza ejercida sobre §
por la masa que entra o sale de S. En el caso de un cohete, este

(43)

* Véase “Force, Momentum Change, and Motion”, por Mar-
tin S. Tietsten, American Journal of Physics, enero de 1969,
pag. 82, para una excelente referencia general sobre sistemas de
masa fija y vatiable.

término se llama empuje; para hacer al empuje lo mas grande
posible, los disefiadores de cohetes intentan hacer tantoa v, (la
velocidad de escape) como a jdMydt| (la razén a la que es
arrojada la masa) lo m4s grande posible.

La ecuacion del cohete

Consideremos un cohete en el espacio lejano, donde no estd
sujeto a fuerza externa alguna. Supongamos, por simplicidad,
que el movimiento est4 confinado a una dimension; dv/dt define
la direccién positiva cuando el cohete acelera y v, apunta, pot
lo tanto, en direccién negativa. La ecuacion 43 puede expresarse
en este caso asf:

dv aM
ME—_UMII’ (44)

donde v_, es la magnitud de la velocidad de escape. Notese que
dMydt es negativa, de modo que el lado derecho de la Ec. 44 es
positivo. como lo es el lado izquierdo.

La ecuacion 44 es la ecuacion fundamental que rige el com-
portamiento de un cohete. Durante la combustion estable del
motor, el empuje (el lado derecho de la Ec. 44) es una constante
(pero la aceleracion resultante del cohete dv/dt no es una
constante porque la masa M cambia mientras el combustible se
quema).

Consideremos el cambio de velocidad del cohete que corres-
ponde a la combustion de una cantidad especifica de combusti-
ble m,. La velocidad inicial es v, y la velocidad final después
de la combustion es v;. Replanteamos la ecuacion 44 asi:

(45)

La masa total M del cohete es una variable. La masa original
del cohete mas el combustible es M,, y en cualquier tiempo ¢, la
masa remanente M del cohete mds la masa m, del combustible
quemado hasta ese momento debe ser M; asi M = M, - m,.

Integramos la ecuacion 45 entre los limites v, cuando la masa
del cohete es M, y v, cuando la masa es M, - m,, obteniendo

v Mo—my dM
dv=—v,ef —_—
[ [

Mo—m,
U~ 0, = —UgIn M
Mo

= U [In (Mo — my) — In M)

M —
=—pyln (_OATmb> (46)

La ecuacién 46 da el cambio de velocidad del cohete que resulta
de la combustién de una cantidad m, de combustible.

Suponiendo que el cohete comienza desde el reposo (v, = 0)
con una masa inicial M, y alcanza una velocidad final v; en
combustion cuando su masa es M; = M, - m,, podemos escribir
la ecuacion 46 asi:

—= = T u/%, 47)
o

La analogia entre el cohete y la reculada de un arma se ilustra
en la figura 21. En cada caso se consetva el impetu de todo el
sistema, que consta de la masa expulsada (balas o combustible)
mads el objeto que expulsa la masa. Cuando centramos nuestra
atencion en el arma o en el cohete dentro del sistema mds
grande, vemos que su masa cambia y que existe una fuerza que
lo impulsa, una reculada en el caso del arma y un empuje en el
caso del cohete. Si contemplamos el sistema desde el marco de
referencia en el centro de masa, a medida que el tiempo trans-
cutre hay mds masa expulsada, y ha viajado mas hacia la
izquierda segiin vemos en la figura 21, lo que significa que el
objeto debe viajar a la derecha para que el centro de masa se
mantenga fijo.

Problemamuestral2 Un cohete tiene una masa de 13,600 kg
una vez lleno con su combustible en la rampa de lanzamiento.
Se dispara verticalmente hacia artiba y en la combustién ha
consumido y expulsado 9100 kg de combustible. Los gases
salen expulsados a razén de 146 kg/s a una velocidad de
1520 m/s, relativa al cohete, suponiendo que ambas cantida-
des son constantes mientras se quema el combustible. (@) ;Cual
es el empuje? (b) Si pudiéramos despreciar todas las fuerzas

externas, incluyendo la gravedad y la resistencia del aire, jcudl
setia la velocidad del cohete durante la combustion?

Solucién (a) El empuje F es el ultimo término de la ecua-
cion 43, o sea

dM

F=vlar

= (1520 m/sX(146 kg/s) = 2.22 X 10° N.

Nétese que inicialmente, cuando los tanques de combustible
estan llenos, la fuerza neta hacia artiba que actia sobre el cohete
(despreciando la resistencia del aire) es el empuje menos el peso
inicial Mg, o sea 88,600 N. En el momento antes de la combus-
tion la fuerza neta hacia arriba es el empuje menos el peso final,
01.78 x 10°N.

(b) De la ecuacién 46, podemos hallar la velocidad durante
la combustioén:

My—m
S ey

13,600 kg — 9100 kg
13,600 kg

=—(1520 m/s) In ( ) = 1680 m/s.

Si las fuerzas externas de la gravedad y de la resistencia del aire
fueran tomadas en cuenta, la velocidad final seria menor.

Problema muestra 13 De una tolva estacionaria cae arena a
razon de dM/dt sobre una banda transportadora que se mueve a
velocidad v en el marco de referencia del laboratorio, como en
la figura 22. ;Qué potencia se necesita para mantener a la banda
moviéndose a la velocidad v?

Solucién La figura 20 describe esta situacion, con el sistema
S representando a la banda mads la arena acumulada y AM
reptesentando a la arena adicional que cae sobre la banda. El
sistema §’ incluye a la banda y a toda la provision de arena en
la tolva. Tomamos como nuestro objeto (sistema S) a la banda
(incluida la arena) de masa variable M, y por la ecuacion 41
debemos asentar que dv/dt = 0, porque la velocidad de 1a banda
es constante, y u = 0, potque la arena, al caer, no tiene velocidad
horizontal en nuestro marco de referencia. Obtenemos

a
dt -
En este ejemplo, dM/dt es positiva porque el sistema esta
ganando masa con el tiempo. De aqui que, como es de esperarse,

la fuerza externa necesatia debe apuntar en la direccion en que
se mueve la banda. Nétese que la masa de la propia banda no

Fu=v
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interviene en el problema, porque hemos supuesto que la banda
se mueve a velocidad constante.
La potencia suministrada por la fuerza externa es

—F -y=v-F. =y ﬁ”‘_f)= 2 dif)
Py =Fegv=v'Fe =v vdt v dr |-

Puesio que v es una constante, podemos plantear esto como
2
P =) 5 2 gy <2 K
dt dt dt

Esto nos dice que la potencia externa necesaria para mantener
a la banda en movimiento es el doble de la cantidad en que est4
aumentando la energia cinética del sistema; nétese que no
necesitamos considerar la energfa cinética de la propia banda
porque su velocidad es constante, y, por lo tanto, su energia
cinética no cambia.

Esta claro que la energia mecanica no se conserva en este
caso. Sélo la mitad del trabajo efectuado por el motor que
impulsa a la banda aparece como energia mecénica del sistema.
(A dénde fue la otra mitad? Para responder a esta pregunta,
apliquemos la conservacion de la energia, ecuacién 30, a un
elemento pequefio de masa dM que cae sobre la banda. Supo-
nemos que cae desde una altura suficientemente pequeia para
que su cambio en energia potencial pueda ser despreciado. En
el intervalo de tiempo df que le toma a dM comenzar a moverse

con la velocidad de la banda, el trabajo efectuado por la fuente
externa es dW = P, dt = v*dM. El cambio en la energia cinética
de este elemento de masa es + %(dM)U’. Aplicando la ecua-
cién 30 nos da, entonces,

AE,, = v?dM — {(dM)v? = {dM)W.

int

La energia interna del sistema aumenta en la misma cantidad
que la energia cinética. Entonces la mitad de la potencia que
entra va a la energfa cinética de la arena en movimiento,
mientras que la otra mitad termina como energia interna de la
arena y la banda (resultando, quizds, de la friccion que existe
entre la arena y la banda después de que la arena haya caido
pero antes de que se mueva a la velocidad de la banda).

Este problema muestra ofrece el ejemplo de una fuerza ejer-
cida con un cambio de masa, siendo la velocidad constante. Es
también posible que la velocidad de un sistema de masa variable
disminuya como resultado de la masa afiadida al sistema, invir-
tiendo, en efecto, la operacion de un cohete.* &

* Véase, por ejemplo, “The Falling Raindrop: Variations on a
Theme of Newton”, por K. S. Krane, American Journal of
Physics, febrero de 1981, pag. 113.)

PREGUNTAS

1. ;Esté el centro de masa de un objeto sélido necesariamen-
te dentro del objeto? Si no, dé un ejemplo.

2. La figura 23 muestra (@) un prisma triangular isésceles y
(b) un cono circular recto cuyo didmetto tiene la misma
longitud que la base del tridngulo. El centro de masa del
triangulo estd a un tercio arriba de 1a base, pero el del cono
estd a s6lo un cuarto. ;Puede usted explicar la diferencia?

Figura 23 Pregunta 2.

3. ;Cémo se relaciona el concepto de centro de masa con el
concepto de centro geografico de un pais? ;Con el centro
de poblacion de un pais? ;Qué puede usted. concluir del
hecho de que el centro geogréfico difiera del centro de
poblacién?

4. ;Doénde estd el centro de masa de la atmésfera de la Tierra?

5. Un aficionado a la escultura decide modelar un pajaro
(Fig. 24). Por fortuna, el modelo final puede en realidad
mantenerse enhiesto. El modelo estd formado de una

Figura 24 Pregunta 5.

simple lamina gruesa de metal de espesor uniforme. De
los puntos mostrados, ;cudl es mas probable que sea el
centro de masa?

6. Hay quien sostiene que cuando un saltador de altura
experimentado salva la batra, el centro de masa del atleta
estd realmente abajo de la barra. (Es esto posible?

7. Una bailarina de ballet que ejecuta un grand jeté (gran
brinco; véase la Fig. 25) patece flotar horizontalmente
en la parte central de su btinco. Demuestre cémo puede
la bailarina maniobrar sus piernas durante el brinco de
modo que, aunque el centro de masa siga en realidad
la trayectoria parabdlica esperada, su cabeza se mueva
mads o menos horizontalmente. (Véase “The Physics of
Dance”, por Kenneth Laws, Physics Today, febrero de
1985, pag. 24.)

8. Un objeto ligero y un objeto pesado tienen energias ciné-
ticas de traslacién iguales. ;Cudl tiene el impetu mads
grande?

13.

10.

11.

12.

15.

16.

Figura 25 Pregunta 7.

- Un pdjaro estd en una jaula de alambre que cuelga de

una bascula de resorte. ;Es la lectura de la bascula, cuando
el pdjaro estd volando, mayor, menor, o la misma que
cuando el pajaro ests quieto sobre la jaula?

¢(Puede un bote de vela propulsarse por el aire de un
ventilador que esté unido al bote y soplando en las velas?
Explique su respuesta.

(Puede un cuerpo tener energia sin que tenga impetu?
Explique. ;Puede un cuerpo tener impetu sin que tenga
energia? Expliquelo.

Un canoero que est4 en un lago tranquilo puede alcanzar
la orilla tirando bruscamente de la cuerda unida a la proa
de la canoa. ;Cémo explicarfa usted esto? (En realidad,
esto es posible.)

¢Cémo podria una persona que esta sentada y en reposo
sobre una superficie horizontal sin friccion salirse de esa
superficie?

- Un hombre estd de pie y quieto sobre una gran limina de

hielo resbaladizo; en su mano sostiene un petardo encen-
dido. Atroja el petardo al aire a un cierto angulo (es
decir, no verticalmente). Describa brevemente, pero lo
mds exacto posible, el movimiento del centro de masa del
petardo y el movimiento del centro de masa del sistema
consistente en hombre y petardo. Conviene describir cada
movimiento durante cada uno de los periodos siguientes:
(a) después de haber arrojado el petardo, pero antes de que
explote; (b) entre la explosion y el primer trozo del petardo
que caiga sobre el hielo; (c) entre el primer fragmento que
caiga al hielo y el iltimo fragmento al caer, y (d) durante
el tiempo en que todos los fragmentos han caido pero
ninguno ha llegado al hielo.

Justifique que la afirmacion siguiente: “La ley de conserva-
cion del impetu lineal, aplicada a una particula aislada, es
equivalente a la primera ley del movimiento de Newton.”
Usted atroja un cubo de hielo a una velocidad v dentro de
un espacio caliente, con vacio y carente de gravedad. El
cubo se funde gradualmente convirtiéndose en liquido y
luego hierve para convertirse en vapor de agua. (a) ;Esel
cubo un sistema de particulas en todo momento? (b) Si es

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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asi, jes el mismo sistema de particulas? (c) ;Sufre el
movimiento del centro de masa algiin cambio abrupto? (d)
(Cambia el impetu lineal total?

Una particula de masa m = 0 (un neutrino, posiblemente)
transpotta un impetu. ;Como puede ser esto asi a la vista
de la ecuacion 22, en la cual vemos que el impetu es
directamente proporcional a la masa?

Si solo una fuerza externa puede cambiar el estado de
movimiento del centro de masa de un cuerpo, {como
sucede que la fuerza interna de los frenos puede llevar a
un automovil al reposo?

Decimos que un automévil no es acelerado por fuerzas
internas sino mas bien por la fuerzas externas que actian
sobre €l por la carretera. jPor qué necesita el motor un
automovil?

(Puede el trabajo efectuado por fuerzas internas disminuir
la energia cinética de un cuerpo? ... jaumentarlo?

(a) Si usted efectia trabajo sobre un sistema, (adquiere el
sistema necesariamente energfa cinética? (b) Si el sistema
adquiere energia cinética, jsignifica esto necesariamente
que algiin agente externo efectud trabajo sobre €19 Dé
ejemplos. (Por “enetgia cinética” nos referimos aqui a la
energia cinética media asociada con el movimiento del
centro de masa.)

En el problema muestra 9 vimos un ejemplo (un patina-
dor) en el que existia energia cinética pero no se efectuaba
ningin trabajo externo. Consideremos el caso contratio.
Un desarmador se mantiene con fuerza contra una rueda
amoladora que estd girando. Aqui se efectiia trabajo ex-
terno pero la enetgia cinética del desarmador no cambia.
Explique esta aparente contradiccion.

(Puede usted pensat en sistemas de masa variable distintos
de los ejemplos dados en el texto?

Como ya dijimos en el texto, no podemos usar la ecuacién
F., = d(Mv)/dr para un sistema de masa variable. Para
demostrar esto (a) exprese la ecuacion en la forma (F., -
M dvdn)/(dM/dr) = v y (b) demuestre que un lado de esta
ecuacion tiene el mismo valor en todos los marcos iner-
ciales, mientras que el otro lado no lo tiene. De aqui que
la ecuacion generalmente no pueda ser vilida. (¢) De-
muestre que la ecuacion 42 no conduce a tal contradiceion.
En 1920 un periédico destacado publicé el editorial si-
guiente acerca de los experimentos pioneros con cohetes
de Robert H. Goddard, desechando la idea de que uh
cohete pudieta funcionar en el vacio: “Ese profesor God-
dard, con su ‘catedra’ en el Clark College y el favoritismo
de la Smithsonian Institution, no conoce la relacion de la
accion a la reaccidn, ni tiene idea de 1a necesidad de poseer
algo mejor que un vacio contra el cual reaccionar, cosa
que seria absurda. Claro que a todas luces patece carecer
del conocimiento que se da diariamente de ca jon en cual-
quier secundaria.” ;Qué estd mal en este argumento?

La velocidad final de la iiltima fase de un cohete de fases
miiltiples es mucho mayor que la velocidad final de un
cohete de una sola fase de igual masa total e i gual dotacién
de combustible. Explique este hecho.

(Puede un cohete alcanzar una velocidad mayor que la
velocidad de los gases de escape que lo impulsan? Expli-
que por qué o por qué no.
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28.

29.

(Existe algin otro método de propulsion en el espacio
exterior que no sean los cohetes? De ser asi, ;de qué se
trata, y por qué no se usa?

La ecuacion 46 sugiere que la velocidad de un cohete
puede aumentar sin limite si se quema el suficiente com-
bustible. jEs esto tazonable? ;Cudl es el limite de apli-

cabilidad de la ecuacién 46? ;En qué paso, en la deriva-
cion de la ecuacidn 46, introdujimos este limite? (Véase
“The Equation of Motion for Relativistic Particles and
Systems with Variable Rest Mass”, por Kalman B. Pome-
ranz, American Journal of Physics, diciembre de 1964,
pag. 955.)

PROBLEMAS

Seccion 9-1 Sistemas de dos particulas

1. (a) Resuelva la ecuacion 4 para x, y la ecuacion 5 pata v,,

y sustituya ambos resultados junto con la ecuacion 3 en la
ecuacion 2 para obtener

du\?

mikd? = ku®+p (E) ,

donde u = Mx, - Mx_, - m,Ly g =mm,/M. (b) Demuestre

que este resultado puede resolverse para u(t) usando las
técnicas presentadas en la seccion 8-4 para dar

u(t) = m,d, cos wt,

donde @ =&/ . (¢) Resuelva para x,(f), x,(£), v,(£), y v,(2).
Este problema demuestra que las ecuaciones del centro de
masa nos permiten resolver para los movimientos de m,
y m, en la situacién mostrada en la figura 1.

Seccion 9-2 Sistemas de muchas particulas

2. ;Dénde esta el centro de masa de las tres particulas mos-

tradas en la figura 267

2 Qs

y (m)

1 : Qtig
|

0é 1 2 3
x (m)

Figura 26 Problema 2.

3.

(Qué tan lejos esta el centro de masa del sistema Tietra-
Luna del centro de la Tietra? (Del apéndice C obtenga las
masas de la Tierra y de la Luna, y la distancia entte los
.centros de ellas. Es interesante comparar la respuesta con
el radio de la Tierra.)

Demuestre que la razon entte las distancias x, y x, de dos
particulas respecto a su centro de masa es la razon invetsa
de sus masas, esto es, x,/x, = m,/m,.

Un Chrysler con una masa de 2210 kg se estd moviendo a
lo largo de un tramo recto de carretera a 105 km/h. Es
seguido por un Ford de 2080 kg de masa que se mueve a
43.5 km/h. ;Qué velocidad tiene el centro de masa de los
dos carros en movimiento?

Dos patinadores, uno con 65 kg de masa y el otro con 42 kg
de masa, estan de pie en una pista de hielo sosteniendo una
pértiga de 9.7 m de longitud y de masa despreciable.
Comenzando desde los extremos de la pértiga, los patina-
dotes se jalan a si mismos a lo largo de la pértiga hasta
que se encuentran. ;Qué distancia recorrera el patinador
de 42 kg?

Un hombre de masa m se halla asido a una escalera de
cuerda suspendida de un globo de masa M; véase la
figura 27. El globo se halla estitico respecto al terreno. (a)
Si el hombre comienza a trepar por la escalera a una
velocidad v (con respecto a la escalera), jen qué direccion
y a qué velocidad (respecto a la Tierra) se movera el
globo? (b) ;Cual es el estado de movimiento después de
que el hombre deja de trepar?

Dos particulas P y Q estan inicialmente en reposo y
separadas por una distancia 1.64 m. P tiene una masa de

1.43 kg y Q una masa de 4.29 kg. Py Q se atraen entre si
con una constante de fuerza de 1.79 x 10 N. No actian
sobre el sistema fuerzas externas. (a) Describa el movi-
miento del centro de masa. (b) ;A qué distancia de la
posicion original de P chocan las particulas?

. Un cafién y un aprovisionamiento de balas de cafion estan

dentro de un carro de ferrocatril sellado de longitud L,
como se muestra en la figura 28. El cafién dispara hacia la
derecha; el carro recula hacia la izquierda. Las balas de
canén permanecen en el carro después de chocar contra la
pared mas alejada. (a) Después de que hayan sido dispa-
radas todas las balas, jcudl es la distancia mas grande a la
que puede moverse el carro a partir de su posicion origi-
nal? (b) ;Cual es la velocidad del carro después de que
todas las balas han sido disparadas?

Figura 28 Problema 9.

10. En una molécula de amoniaco (NH,), los tres dtomos

de hidrogeno (H) forman un triangulo equilatero, siendo
la distancia entre los centros de los dtomos 16.28 X 107" m,
de modo que el centro del triangulo estia 9.40 % 10" m de
cada dtomo de hidrégeno. El dtomo de nitrogeno (N) estd
en la cispide de la piramide, estando la base constituida
por los tres dtomos de hidrogeno (véase la Fig. 29). La
distancia nitrégeno-hidrégeno es de 10.14 x 10" m y la
relacién de masa atdmica nitrégeno/hidrogeno es 13.9.
Localice el centro de masa con relacion al dtomo de
nitrégeno.

Figura 27 Problema 7.

Figura29 Problema 10.

11. Dos cuerpos, cada uno hecho con juego de pesas, estin

unidos por un cordon ligero que pasa por una polea ligera,
sin friccidn, un didmetro de 56.0 mm. Los dos cuetpos
estan al mismo nivel. Cada uno tiene originalmente una
masa de 850 g. (a) Ubique su centro de masa. (b) Se
transfieren 34 g de un cuerpo al otro, pero se impide que
los cuerpos se muevan. Localice el centto de masa. (c)
Ahora los dos cuerpos se dejan caer. Describa el movi-
miento del centro de masa y determine su aceleracion.

Problemas 227

12. Se dispara una bala de un arma a una velocidad de salida

13.

de 466 m/s, a un angulo de 57.4° con la horizontal. En la
parte mas alta de la trayectoria, la bala explota en dos
fragmentos de igual masa. Uno de los fragmentos, cuya
velocidad inmediatamente después de la explosion es
cero, cae verticalmente. ;A qué distancia del cafon cae el
otro fragmento, suponiendo un terreno llano?

Una cadena flexible, uniforme, de longitud L, con un peso
por unidad de longitud A, pasa sobre una clavija pequefia,
sin friccion; véase la figura 30. Se deja caer desde una
posicion de reposo de modo que una longitud de cadena x
cuelga de un lado, y una longitud L - x cuelga del otro
lado. Halle la aceleracion a en funcién de x.

18

Figura 30 Problema 13.

14.

15.

16.

Un perro que pesa 10.8 Ib estd parado sobre un bote de
fondo plano de modo tal que el animal se encuentra a
21.4ftdelaorilla. Camina 8.50 ft por el bote hacia la orilla
y luego se detiene. El bote pesa 46.4 Ib, y podemos
suponer que no existe friccién entre el bote y el agua. (A
qué distancia esta el perro de la orilla al final de este
tiempo? (Sugerencia: El centro de masa del bote + el perro
no se mueve. ;Por qué?). También hay orilla hacia la
izquierda en la figura 31.

Ricardo, que tiene una masa de 78.4 kg, y Judith, quien
pesa menos, se divierten al anochecer en un lago dentro
de una canoa de 31.6 kg. Cuando la canoa esta en reposo
en aguas tranquilas, intercambian asientos, los cuales se
hallan sepatados a una distancia de 2.93 m y simétrica-
mente situados con respecto al centro de la canoa. Ricardo
observa que la canoa se movié 41.2 cm con relacion a un
tronco sumergido y calcula la masa de Judith. ;Cual es
esta masa?

Una persona de 84.4 kg estd parada en la parte poste-
rior de un trineo de vela que se mueve sobre el hielo; el
trineo pesa 425 kg y avanza a 4.16 m/s por el hielo, que
puede considerarse sin friccién. Decide caminar hacia
el frente del bote, de 18.2 m de longitud y lo hace a
una velocidad de 2.08 m/s respecto al bote. ;Qué distan-
cia recorrio el bote sobre el hielo mientras él estuvo cami-
nando?
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Figura 31 Problema 14.

40
x M

Seccion 9-3 Centro de masa de objetos sélidos

17. Tres varillas delgadas, cada una de longitud L, estén dis-
puestas en forma de U invertida, como se muestra en la
figura 32. Cada una de las dos varillas que estan en los
brazos de la U tienen una masa M; la tercera varilla tiene
una masa de 3M. ;Dénde estd el centro de masa del 20.

conjunto?

r 3M
\

L

|

Yy

X
S
SN

Figura 32 Problema 17.

18. La figura 33 muestra una placa compuesta con dimen-
siones de 22.0 cm % 13.0 cm x 2.80 cm. La mitad de la
placa estd hecha de aluminio (densidad = 2.70 gfcm?) y
la mitad de hierro (densidad = 7.85 g/cm®), como se mues-
tra. ;Donde esta el centro de masa de la placa?

Figura 34 Problema 19.

las coordenadas del centro de masa de la caja respecto al
sistema de coordenadas que se muestra en la figura 34.
Un tanque de almacenamiento cilindrico estd inicialmente
lleno de aetogasolina. El tanque se vacia luego mediante
una valvula situada en el fondo; véase la figura 35. (a)
Describa cualitativamente el movimiento del centro de
masa del tanque y del contenido restante mientras se
extrae la gasolina. (b) ;Cual es la profundidad x a la
cual esta lleno el tanque cuando el centro de masa del
tanque y del contenido restante alcanza su punto mds
bajo? Exprese la respuesta en términos de H, lg altura
del tanque; M, su masa, y m, la masa de la gasolina que
cabe en él.

Figura 33 Problema 18.

19. Una caja, abierta por atriba, que tiene la forina de un cubo 23.

de 40 cm de lado esta construida de lamina de metal. Halle

21.

22.

Figura 35 Problema 20.

Halle el centro de masa de una placa semicircular homo-
génea, siendo R el radio del circulo.

Seccién 9-4 Impetu lineal de una particula

(A qué velocidad debe avanzar un Volkswagen de 816
kg (a) para tener el mismo impetu que un Cadillac de
2650 kg que va a 16.0 km/h y (b) para tener la misma
energia cinética? (c¢) Haga los mismos calculos acerca
de un camién de 9080 kg en lugar del Cadillac.

Un camién de 2000 kg que viaja hacia el norte a razon de
40.0 km/h da la vuelta hacia el este y acelera hasta los

50.0 km/h. (a) ;Cual es el cambio en la energia cinética
del camion? (b) ;Cudl es la magnitud y la direccion del
cambio de impetu del camién?

24. Un objeto de 4.88 kg a una velocidad de 31.4 m/s golpea
una placa de acero a un angulo de 42.0° y rebota a igual
velocidad y angulo (Fig. 36). {Cudl es el cambio (magni-
tud y direccién) del impetu lineal del objeto?

Ve

N\ o
20
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42°/ N \4

Figura 36 Problema 24.

25. Una pelota de 52.4 g es arrojada desde el suelo al aite, a
una velocidad inicial de 16.3 m/s y a un dngulo de 27.4°
sobre la horizontal. (a) ;Cudles son los valores de la
energia cinética de la pelota inicialmente y en el momento
antes de que toque el suelo? (b) Halle los valotes cotres-
pondientes del impetu (magnitud y diteccién) y del cam-
bio de impetu. (c) Demuestre que el cambio de impetu es
igual al peso de la pelota multiplicado por el tiempo de
vuelo, y de all{ halle el tiempo de vuelo.

26. Una particula de masa m tiene un impetu lineal p igual a
mc. ;Cudl es su velocidad en funcién de ¢, 1a velocidad de
la luz?

27. Demuestre que la ecuacién 23 se reduce a la ecuacion 21
para velocidades v < c. Sugerencia: Demuestre que la
ecuacién 23 puede expresatse asi:

1
K=mc? (—— 1).
V1 —p?/c?

28. Un electron tiene una velocidad de 0.990¢. (a) Halle su
impetu lineal, en kg - m/s. (b) Exprese este impetu en las
unidades MeV/c.

Seccion 9-6 Conservacion del impetu lineal

29. Una persona de 195 Ib que esté de pie sobre una superficie
de friccion despreciable patea hacia adelante una pie-
dra de 0.158 Ib que estd a sus pies de modo que ésta
adquiere una velocidad de 12.7 ft/s. ;Qué velocidad ad-
quiere la persona como resultado?

30. Un hombre de 75.2 kg esta subido a un carro de 38.6 kg
que estd en marcha a una velocidad de 2.33 m/s. El hombre
salta del catro de modo que toca el suelo a una velocidad
horizontal de cero. Halle el cambio resultante en la velo-
cidad del carro.

31. Una plataforma de ferrocarril de peso W puede rodar sin
friccion a lo largo de una via hotizontal recta. Inicialmente
un hombre de peso w estd parado sobre la plataforma que
avanza hacia la derecha a velocidad v, ;Cual es el cambio
en la velocidad de la plataforma si el hombre corre hacia
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Figura 37 Problema 31.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

la izquierda (Fig. 37), de modo que su velocidad con
relacion a la plataforma es de v, en el momento antes de
que salte hacia afuera en el extremo izquierdo?

El trineo de un cohete con una masa de 2870 kg se mueve
a razén de 252 m/s sobre unos rieles. En cierto punto, un
canjilén del trineo se hunde en un depésito de agua situado
entre los rieles y saca agua para echarla dentro de un
tanque vacio del trineo. Determine la velocidad del trineo
después de que el tanque se ha llenado con 917 kg de agua.

La ametralladora especial de un guardabosque dispara al
minuto 220 balas de hule de 12.6 g de peso a una velocidad
de salida de 975 m/s. ;Cuantas balas debe disparar contra
un animal de 84.7 kg que carga hacia el guardabosque a
3.87 m/s con objeto de detener al animal en su marcha?
(Suponga que las balas viajan horizontalmente y caen al
suelo después de dar en el blanco.)

Un vehiculo espacial viaja a 3860 km/h con respecto a la
Tierra cuando el motor vacio del cohete se desprende y es
enviado de regreso a una velocidad de 125 km/h con
respecto al médulo de mando. La masa del motor es el
cuadruple de la masa del médulo. ;Cuél es la velocidad
del médulo de mando después de la separacién?

La ultima fase de un cohete viaja a una velocidad de
7600 m/s. Esta tltima fase estd hecha de dos partes aco-
pladas entre si, que comprenden, una caja del cohete con
una masa de 290.0 kg y una cépsula de carga itil con una
masa de 150.0 kg. Cuando se sueltan las grapas que unen
a las dos partes, un resorte comprimido hace que éstas se
separen a una velocidad relativa de 910.0 m/s. (a) ;Cuales
son las velocidades de las dos partes después de que se han
separado? Suponga que todas las velocidades son a lo
largo de la misma linea. (b) Halle la energia cinética total
de las dos partes antes y después de haberse separado y
explique la diferencia, si la hay.

Una vasija en reposo explota, rompiéndose en tres partes.
Dos partes, una con el doble de masa de la otra, se
desprenden, de modo que una es perpendicular a la otra,
a la misma velocidad de 31.4 m/s. La tercera parte tiene
el triple de masa de la parte mas liviana. Halle la magnitud
y la direccidn de su velocidad inmediatamente después de
la explosion. (Especifique la direccién dando el dngulo
desde la linea de recortido de la parte menos pesada.)

Un micleo radiactivo, inicialmente en reposo, se desinte-
gra emitiendo un electrén y un neutrino en angulos rectos
entre si. El impetu del electron es de 1.2 x 102 kg - m/s y
el del neutrino es de 6.4 x 10 kg - m/s. (a) Halle la
direccién y la magnitud del impetu del micleo al recular.
(b) La masa del miicleo residual es de 5.8 x 16 kg. ;Cual
es su energfa cinética de reculada? El neutrino es una de
las particulas fundamentales de la naturaleza.
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38.

39.
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Un carro-plataforma de fetrocarril de 1930 kg, que puede
moverse sobre los rieles virtualmente sin friccidn, esta
detenido sin movimiento cerca de una plataforma de la
estacién. Un jugador de futbol de 108 kg corre a lo largo
de la plataforma paralelamente a las vias a razén de
9.74 m/s. El jugadot salta sobte la parte trasera del catro-
plataforma. (a) ;Cual es la velocidad del carro-plataforma
después de que el jugador esta a bordo y en reposo sobre
¢17 (b) Ahora el jugador comienza a caminat, a razén de
0.520 m/s con relacién al carro-plataforma, hacia el frente
del carro. ;Cual es la velocidad del carro-plataforma al
caminar el jugador?

Una bala de 3.54 g se dispara horizontalmente contra
dos bloques que descansan sobre una mesa sin friccion,
como se muestra en la figura 384. La bala atraviesa el
primer bloque, que tiene una masa de 1.22 kg y se empotra
en el segundo, que tiene una masa de 1.78 kg. Al hacerlo,
se imprimen en los bloques velocidades de 0.630 m/s y
1.48 m/s, respectivamente, como se muestra en la figu-
ra 38b. Despreciando la masa extraida del primer bloque
por la bala, halle (a) la velocidad de la bala inmedia-
tamente después de salir del ptimer bloque y (b) la velo-
cidad original de la bala.

&) =

Figura 38 Problema 39.

40.

41.

42.

Un cuerpo de 8.0 kg de masa avanza a 2.0 m/s sin la
influencia de fuerza externa alguna. En cierto instante
ocurte una explosién interna, que divide al cuerpo en dos
trozos de 4.0 kg de masa cada uno; la explosién transmite
al sistema de dos trozos una energia cinética de traslacion
de 16 J. Ninguno de los trozos abandona la linea de
movimiento original. Determine la velocidad y la direc-
cién del movimiento de cada uno de los trozos después de
la explosion.

Supdngase que el carro del problema 31 esta inicialmente
en reposo y sostiene a n personas de peso w cada una. Si
cada persona corte sucesivamente a una velocidad relativa
v, y salta desde el extremo del carro, ;imprimen en al
carro una velocidad mayor que si todos corrieran y salta-
ran al mismo tiempo?

Un caiidn de 1400 kg que dispara un proyectil de 70.0 kg
a una velocidad de salida de 556 m/s se halla fijo a un
angulo de elevacion de 39.0° sobre la horizontal. El cafién
esta montado sobre rieles sin friccién, con el fin de que
pueda recular libremente. (a) ;Cuil es la velocidad del
proyectil respecto a la Tierra? (b) ;A qué dngulo con
respecto al tetreno es lanzado el proyectil? (Sugerencia:

43.

La componente horizontal del impetu del sistema perma-
nece sin cambio al disparar el arma.)

Un bloque de masa m reposa sobre una cufia de masa M
la cual, a su vez, descansa sobre una mesa horizontal,
como se muestra en la Fig. 39. Todas las superficies
carecen de friccion. Si el sistema parte del reposo estando
el punto P del bloque a una distancia / sobre la mesa, halle
la velocidad de la cufia en el instante en que el punto P
toca la mesa.

Figura 39 Problema 43.

Seccién 9-7 Trabajo y energia en un sistema de particulas

44.

45.

46.

47.

48.

Un automévil con pasajeros tiene un peso de 3680 1b
(= 16,400 N) y se mueve a 70.0 mi/h (= 113 km/h) cuando
el conductor frena hasta el alto. La carretera ejerce una
fuerza de 1850 1b (= 8230 N) sobre las ruedas y éstas no
patinan. Calcule la distancia a la que se detiene.

Usted se agacha desde una posicion erecta, bajando su
centro de masa 18.0 cm durante el proceso. Luego salta
verticalmente en el aire. La fuerza que el suelo ejerce
sobre usted cuando salta es el triple de su peso. ;Cual es
su velocidad hacia arriba cuando después de la posicion
erecta se separa del suelo?

Una mujer de 55.0 kg brinca verticalmente en el aire desde
una posicion en cuclillas en que su centro de masa esta a
40.0 cm sobre el suelo. Cuando sus pies dejan el suelo su
centro de masa esta a 90.0 cm sobre el suelo y se eleva a
120 cm cuando alcanza la parte mas alta de su brinco. (a)
. Qué fuerza hacia arriba, supuesta constante, ejerce el
suelo sobre ella? (b) ;Qué velocidad maxima alcanza?
Un jugador de hockey sobre hielo, de 116 kg, patina a
razon de 3.24 m/s hacia un barandal situado al extremo de
la pista y se detiene asiendo el barandal con los brazos
extendidos. Durante este proceso de detencion su centto
de masa se mueve 34.0 cm hacia el barandal. (a) Halle la
fuerza promedio que debe ejercer sobre el barandal. (b)
(Cuanta energia interna pierde?

La National Transportation Safety Board (Oficina Nacio-
nal para la Seguridad en el Transporte) estd probando la
eficiencia en el choque de un auto nuevo. El vehiculo de
2340 kg se dirige a 12.6 km/h contra un parapeto. Durante
el impacto, el centro de masa del auto se mueve hacia
adelante 64.0 cm; el parapeto se comprime 8.30 cm.
Desprecie la friccion entre el auto y la carretera. (a) Halle
la fuerza, supuesta constante, ejercida por el parapeto
sobre el auto. (b) ;En cudnto aumenta la enetgia interna
del auto?

49.

Midamos la energia total de un sistema de N particulas en
un marco de referencia arbitrario, de modo que K = ¥
%m,.u,?. En el marco de referencia del centro de masa, las
velocidades son v/ = v, - v,,, donde v, es la velocidad del

centro de masa con relacion al marco de referencia origi-
nal. Recordando que v} = v, v, demuestre que la energia

. cinética puede expresarse asi:

K=K, +K.n

donde K,
la energia cinética de un sistema de particulas puede
dividirse en un término interno y un término del centro de
masa, como apuntabamos en la seccion 9-7. La energia
cinética interna se mide en un marco de referencia en el
cual el centro de masa estd en reposo; por ejemplo, los
movimientos al azar de las moléculas de gas en un reci-
piente en reposo son responsables de su energia cinética

de traslacion interna.

-y ‘2
=Zomu/*y K..

=1Mv;, . Esto demuestra que

cm

Seccién 9-8 Sistemas de masa variable

50.

S1.

52.

53.

54.

55,

Un cohete en reposo en el espacio, donde no existe vir-
tualmente gravedad, tiene una masa de 2.55 x 10° kg, de
los cuales 1.81 x 10° kg son de combustible. El motor
consume combustible a razén de 480 kg/s, y la velocidad
de eyeccién es de 3.27 km/s. El motor se enciende durante
250 s. (a) Halle el empuje del motor del cohete. (b) ;,Cual
es la masa del cohete después de la combustion del motor?
(¢) {Cual es la velocidad final alcanzada?

Consideremos un cohete en reposo en el espacio vacio.
;Cuil debe ser la razon de masa (razén de la masa inicial
a la masa final) con objeto de que, después de haberse
encendido el motor, la velocidad del cohete sea (a) igual
a la velocidad de los gases expulsados y (b) igual al doble
de la velocidad de los gases expulsados?

Durante una misién lunar es necesatio hacer una correc-
¢ién a medio camino de 22.6 m/s en la velocidad de 1a nave
espacial, la cual se mueve a tazén de 388 m/s. La velocidad
de los gases de escape del motor del cohete es de 1230 m/s.
(Qué fraccion de la masa inicial de la nave espacial debe
ser lanzada como gases de escape?

Un cohete de 1.11 x 10° kg de masa total, de los cuales
8.70 x 10* kg son de combustible, va a ser disparado
verticalmente. El combustible se quemara en una cantidad
constante de 820 kg/s. Con relacion al cohete, ;cual es la
velocidad minima de los gases de escape que permite el
ascenso en el disparo?

Un tobogan de 5.4 kg que transporta 35 kg de arena se
desliza desde el reposo por una pendiente helada de 93 m
de longitud, inclinada a 26° abajo de la horizontal. La
arena se fuga de la parte trasera del tobogan a razén de
2.3 kg/s. ;Cuanto tiempo le tomard al tobogdn alcanzar el
fondo de la pendiente?

Para mantener en movimiento una banda transportadora
cuando transporta equipaje se requiere una fuerza de im-
pulsion mayor que con la banda vacia. ;Qué fuerza de
impulsién adicional se necesita si la banda se mueve a una
velocidad constante de 1.5 m/s y la tasa a la cual se coloca
el equipaje en un extremo de la banda y se retira en el otro

56.

57.

58.
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extremo es de 20 kg/s? Supdngase que el equipaje se deja
caer verticalmente sobre la banda; quienes retitan el equi-
paje lo sujetan y lo llevan al reposo con relacion a ellos
mismos antes de levantarlo de la banda.

Un carro de carga, abierto en la parte superior, que pesa
9.75 tons métricas, corre a lo largo de una via nivelada con
friccién despreciable a razén de 1.36 m/s cuando comien-
za a Hover fuertemente. Las gotas de lluvia caen vestical-
mente con respecto al suelo. ;Cudl es la velocidad del
catro cuando ha teunido 0.50 tons métricas de lluvia?
,Qué supuestos, en caso de haber alguno, debe usted
asumir para dar su respuesta?

Un cohete de 5860 kg se prepara para el dispato vertical.
La velocidad de los gases de escape es de 1.17 km/s.
(Cuinto gas por segundo debera ser expelido para propot-
cionar el empuje necesatio (@) para superar el peso del
cohete y (b) para darle al cohete una aceleracién inicial
hacia arriba de 18.3 m/s*? Nétese que, al contratio de la
situacién descrita en el problema muestra 12, la gravedad
esta presente aqui como una fuerza externa.

Dos batcazas largas avanzan en la misma direccion en
aguas tranquilas, una a velocidad de 9.65 km/h y la otra a
21.2 km/h. Cuando estdn una junto a la otra, se traspalea
carbén desde la mds lenta a la més rapida a razén de
925 kg/min; véase la figura 40. ;Cuanta fuerza adicional
debera abastecetse por los motores que impulsan a cada
barcaza si ninguna va a cambiar su velocidad? Supdngase
que el traspaleo se hace siempre perfectamente hacia el
lado y que las fuerzas de friccién entre las barcazas y
el agua no dependen del peso de las barcazas.

Figura 40 Problema 58.

59.

60.

Un avién de propulsion a chorro vuela a 184 m/s (= 604
ft/s). El motor absorbe 68.2 m* (= 2410 ft’) de aire, que
representa una masa de 70.2 kg (= 4.81 slugs) por segun-
do. El aire se emplea para quemar 2.92 kg (= 0.200 slug)
de combustible por segundo. La energia se emplea para
comprimir los productos de combustion y expulsarlos
en la parte posterior del motor a 497 m/s (= 1630 ft/s) en
relacién al avién. Halle (a) el empuje del motor a propul-
sion y () la potencia desarrollada (en hp).

Un cordén flexible, inextensible, de longitud L esta arto-
llado en un tubo liso, al cual esté bien aparejado. El tubo
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contiene una curva en angulo recto y esta colocado en el
plano vertical de modo que un brazo es vertical y el otro
horizontal. Desde el comienzo, en ¢ = 0, una longitud y,
del cordon cuelga suspendida del brazo vertical. El cordén
se suelta y se desliza a través del tubo, de modo que en
cualquier tiempo ¢ posterior, se mueve a una velocidad
dy/dt. donde y(r) es la longitud del cordén que estd enton-
ces colgando verticalmente. (a) Explique en funcién del

problema de masa variable, v, = 0, de modo que la
ecuacion del movimiento tiene la forma m dv/dt =F,_. (b)
Demuestre que la ecuacion especifica del movimiento es
d’y/df* = gy. (c¢) Demuestre que la conservacién de la
energia mecanica conduce a (dy/dr)’ - gy * = a constante,
Y que esto es consistente con (b). (d) Demuestre que y =
(9,/2) (e'#% + e”#*) es una solucion a la ecuacion del
movimiento [(sustituyendo en (b)] y explique la solucién.

CAPITULO 10

Una de las aplicaciones principales de la conservacion del fmpetu lineal se encuentra en el
andlisis de las colisiones entre objetos. Sin importar el tamario de los objetos, se traten éstos
de particulas elementales o de galaxias, y sin importar tampoco qué fuerzas se hallen
implicadas, desde la mds fuerte (la fuerza nuclear) a la mds débil (la gravedad), nos regimos
por la ley de la conservacion del impetu lineal, ley que nos permite el estudio de estos procesos.

En este capitulo expondremos cémo pueden analizarse los procesos de colision mediante el
uso de las leyes de la conservacion de la energia 'y del impetu, dando ejemplos tomados del
campo de la fisica subatémica para explicar como se obtiene la informacion fundamental
respecto al mundo fisico a partir del estudio de los resultados de las diversas clases de

colisiones.

En la colisidén, una fuerza relativamente grande actia
sobre cada particula que interviene en el choque durante
un tiempo relativamente corto. La idea basica de colision
consiste en que el movimiento de las particulas que coli-
sionan (o cuando menos de una de ellas) cambia de
manera brusca, y que podemos hacer una separacion
relativamente clara de los tiempos de “antes de la coli-
sién” y de los de “después de la colision”.

Cuando un bate de béisbol golpea la bola, por ejemplo,
el comienzo y el final de la colision pueden determinarse
con bastante precisién. El bate esta en contacto con la bola
durante un intervalo bastante corto en comparacion con el
tiempo durante el cual observamos a la bola. Durante la
colisién el bate ejerce una fuerza grande sobre la bola
(Fig. 1). Esta fuerza varia con el tiempo de modo comple-
jo, el cual podriamos medir s6lo con gran dificultad. Tanto
la bola como el bate se deforman en la colisién. Las
fuerzas que actuan durante un tiempo corto en compara-
cion con el tiempo de observacién del sistema se denomi-
nan fuerzas impulsivas.

Cuando una particula alfa (el nucleo del “‘He) colisiona
con otro nucleo (Fig. 2), la fuerza que actua entre ellos
puede ser la bien conocida fuerza electrostatica de repul-
sidén asociada con las cargas de las particulas. Las par-
ticulas pueden no llegar a tocarse en realidad, pero

podemos seguir hablando de colisién, puesto que una
fuerza relativamente grande, que actua durante un tiempo
corto en comparacion con el tiempo en que la particula
alfa estd en observacidn, tiene un efecto sustancial en el
movimiento de la particula alfa.

Podemos incluso hablar de la colisidn entre dos gala-
xias (Fig. 3), si estamos preparados para observarlas du-
rante una escala de tiempo del orden de millones o miles
de millones de afios. (Pero una alternativa mas viable es,
desde luego, jacortar este lapso de tiempo por medio de
un modelo de computadora!)

Figura 1 Fotografia a alta velocidad de un bate al chocar
contra una bola de béisbol. Noétese la deformacion de la bola,
que indica la gran fuerza impulsiva ejercida por el bate.
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Figura2 Una particula alfa colisiona con un micleo de
helio en una camara de niebla. La mayoria de las particulas
que inciden (procedentes de la izquierda) la atraviesan sin
chocar.

Figura 3 Colisién de dos galaxias.

Las colisiones entre particulas elementales proporcio-
nan la principal fuente de informacién de su estructura
interna. Cuando dos particulas colisionan a energia eleva-
da, los productos de la colision suelen ser muy diferentes
a las particulas originales (Fig. 4). A veces, estas colisio-
nes provocan cientos de particulas producto, cuya masa
total puede ser bastante mayor que las masas de las
particulas en colision (la energia cinética de las particulas
incidentes se convierte en energia en reposo en la coli-
si6n). Podemos reconstruir el suceso original al estudiar
las trayectorias de las particulas salientes y aplicar las
leyes fundamentales de la conservacién.

En una escala diferente, quienes estudian los accidentes
de transito tratan también de reconstruir los choques. A
partir de las trayectorias y de los patrones de impacto de
los vehiculos que chocan entre si (Fig. 5), se pueden
deducir a menudo detalles tan importantes como la velo-
cidad y la direccion del movimiento de los dos vehiculos
antes del choque.

Otra clase de colision es la que sucede entre una sonda
espacial y un planeta, colision a la que se le llama “efecto
de honda”; en ésta, la velocidad y la direccién de la sonda
espacial pueden ser alteradas por un “encuentro cercano”
con un planeta (en movimiento). La sonda no toca en

(b)

Figura4 (a) El detector masivo UA1 utilizado en el
aparato colisionador protén-protén de CERN, la instalacién
para investigaciones de la fisica de la particula cerca de
Ginebra, Suiza. (b) Una reconstruccién por computadora de
las trayectorias de las particulas producidas en una colision
protén-proton. Tales reconstrucciones fueron utilizadas en
1983 para comprobar la existencia de las particulas llamadas
Wy Z, que confirmaron una teoria que trata a la fuerza
electromagnética y a la fuerza nuclear débil como aspectos
diferentes de una sola fuerza m4s basica.

realidad al planeta, sino que entra fuertemente bajo su
influencia gravitatoria durante un tiempo muy corto en
comparacion con la duracién del viaje de la sonda espa-
cial. Asi pues, estamos justificados al llamar “colisiones”
a tales encuentros.

10-2 IMPULSO E IMPETU

Al estudiar las colisiones en este capitulo, nuestro objeti-
vo es aprender lo que podamos acerca de los movimientos
finales de las particulas en colisién a partir de los princi-
pios de conservacion del impetu y de la energia, dados los
movimientos iniciales de las particulas en colisién y su-
poniendo que no sabemos nada acerca de las fuerzas que
actuan durante el choque.

Supongamos que la figura 6 muestra la magnitud de la
fuerza neta ejercida en un cuerpo durante una colision.
La colisién comienza en el tiempo ¢ y termina en el
tiempo f;, siendo la fuerza nula antes y después de la
colisién. Segin la segunda ley de Newton en la forma
F = dp/dt podemos escribir el cambio del impetu dp de
una particula en un tiempo df durante el que actue sobre
él una fuerza F en la forma:

dp=Fdt.

Podemos hallar el cambio del impetu del cuerpo durante
una colisién al integrar sobre el tiempo de colision, esto
es, entre las condiciones iniciales (el impetu p, en el
tiempo #) y las condiciones finales (el impetu p; en

el tiempo £,):
ps ]
f dp = f F dt. (1)
bi L

El lado izquierdo de la ecuacién 1 es precisamente el
cambio del impetu, p, - p;. El lado derecho, que depende
tanto de la intensidad de la fuerza como de su duracidn,
se llama impulso J de la fuerza:

J= f "R, @)

y de la ecuacién 1 se deduce que
J=p:—pi- (3)

La ecuacion 3 es el enunciado matematico del teorema
impulso-impetu:
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Figura 5 Un choque entre dos
automéviles. Gran parte de la enetgia
cinética incidente se convierte en energia
de deformacién de los dos automoviles.
Los expettos en la reconstruccion del
accidente utilizan la conservacién del
fmpetu para calculcar las velocidades
antes del choque.

El impulso de la fuerza neta que actia sobre una
particula durante un intervalo de tiempo determinado
es igual al cambio en el impetu de la particula durante
ese intervalo.

Tanto el impulso como el impetu son vectores y tienen las
mismas unidades y dimensiones.

Aunque empleamos la ecuacion 3 en este capitulo solo
en situaciones que impliquen fuerzas impulsivas (esto es,
aquéllas de corta duracién en comparacién con el tierp’po
de observacion), tal limitacion no es parte de esa ecuacion.
La ecuacién 3 es tan general como la segunda ley de
Newton, de la cual se deriva. Por ejemplo, podriamos usar

0

Figura 6 Una fuerza impulsiva F() varfa de una manera
arbitraria con el tiempo durante una colisién que va desde ,
hasta ¢,. El 4rea bajo la cutva F(z) es el impulso J, y el
rectangulo limitado por la fuerza promedio F tiene un drea
igual.
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la ecuacion 3 para hallar el impetu adquirido por un cuerpo
que cae en la gravedad de la Tierra.

El teorema impulso-impetu es muy similar al teorema
trabajo-energia que derivamos en el capitulo 7. Ambos
rigen para particulas aisladas y ambos se derivan directa-
mente de la segunda ley de Newton. El trabajo implica una
integral de la fuerza neta en cuanto a la posicién, mientras
que el impulso implica la integral de la fuerza neta en
cuanto al tiempo. El teorema trabajo-energia es una ecua-
cion escalar que trata del cambio en la energia cinética de
la particula, mientras que el teorema impulso-impetu es
una ecuacion vectorial que trata del cambio en el impetu
de la particula.

Se supone que la fuerza impulsiva cuya magnitud se
representa en la figura 6 tiene una direccién constante. La
magnitud del impulso de esta fuerza esta representada por
el drea bajo la curva F(t). Podemos representar esa misma
drea por el rectangulo de la figura 6 de anchura At y altura
F, donde F es la magnitud de la fuerza promedio que
actua durante el intervalo At. Entonces

J=FAt (4)

En una colisién como la de la bola y el bate de la figura 1
es dificil medir a F(t) directamente, pero podemos estimar
At (quizds unos cuantos milisegundos) y obtener un va-
lor razonable para F basado en el impulso calculado
de acuerdo con la ecuacidn 3 a partir del cambio en el
impetu de la bola (véase el problema muestra 1).

10-3 CONSERVACION DEL IMPETU
DURANTE LAS COLISIONES

Consideremos ahora una colisién entre dos particulas
tales como las de masas m, y m, que se muestran en la
figura 7. Durante la breve colision estas particulas ejercen
fuerzas grandes entre si. En cualquier instante F, es la
fuerza ejercida sobre la particula 1 por la particula 2 y F,
es la fuerza ejercida sobre la particula 2 por la particula 1.
Segun la tercera ley de Newton estas fuerzas son iguales
en magnitud pero se oponen directamente.

El cambio en impetu de la particula 1 que resulta de la
colision es

t _
Ap,=f F,di=F, At (5)
t

en la cual F, es el valor promedio de la fuerza F,, durante
el intervalo de tiempo de la colision At = ¢, - ¢,

El cambio en el impetu de la particula 2 que resulta de
la colisidn es

t _
Ap, =f F, dit=F, At 6)
4

Fi2 m1mp F21

Figura 7 Dos patticulas de masas m, y m, chocan y
experimentan fuerzas iguales y opuestas.

enla cual F,, es el valor promedio de la fuerza F,, durante
el intervalo de tiempo de la colisién At = ¢, - ¢,

Si no actia sobre la particula ninguna otra fuerza,
entonces Ap, y Ap, dan el cambio total del impetu para
cada particula. Sin embargo, hemos visto que en cada
instante F, = -F,,, de modo que F,, = -F,,, y por lo tanto

Ap, =—Ap,. (M

Si consideramos a las dos particulas como un sistema
aislado, el impetu total del sistema es

P=p, +p,, ®)

y el cambio total en el impetu del sistema como resultado
de la colisién es cero; esto es,

AP = Ap, + Ap, = 0. 9)

De aqui que, si no existen fuerzas externas el impetu total
del sistema de dos particulas no cambia por la colision.
Esta es simplemente la ley de la conservacion del impetu
lineal (véase la seccion 9-6) aplicada a este sistema de dos
particulas. Las fuerzas impulsivas que actiian durante la
colision son fuerzas internas que no tienen efecto sobre el
impetu total del sistema.

Hemos definido una colision como una interaccién que
ocurre en un tiempo At que es despreciable comparado
con el tiempo durante el cual estamos observando al
sistema. Podemos también caracterizar a una colisién
como un evento en el que las fuerzas externas que pueden
actuar sobre el sistema son despreciables comparadas con
las fuerzas impulsivas de la colisién (véase el problema
muestra 1). Cuando un bate choca contra una bola de
béisbol, o un palo de golf choca contra una bola de golf,
o una bola de billar choca contra otra, actian fuerzas
externas sobre el sistema. La gravedad o la friccién pue-
den ejercer fuerzas sobre estos cuerpos, por ejemplo; estas
fuerzas externas pueden no ser las mismas sobre cada
cuerpo al chocar ni necesariamente son canceladas por
otras fuerzas externas. Aun asi, es bastante seguro despre-
ciar estas fuerzas externas durante la colisién y suponer
una conservacion del impetu siempre que, como casi
siempre sucede, las fuerzas externas sean despreciables
en comparacién con las fuerzas impulsivas de la colision.
Como resultado, el cambio en el impetu de una particula
durante una colision que surge de una fuerza externa es
despreciable comparada con el cambio en el impetu de esa

particula que surge de la fuerza impulsiva del choque
(Fig. 8)-

Por ejemplo, cuando un bate golpea contra una bola de
béisbol, la colisién dura sélo unos cuantos milisegundos.
Puesto que el cambio en el impetu de la bola es grande y
el tiempo de colisién es pequefio, a partir de

Ap=F At

se deduce que la fuerza impulsiva promedio F es relativa-
mente grande. Comparada con esta fuerza, la fuerza ex-
terna de la gravedad es despreciable. Asi, durante la
colisién podemos despreciar por completo esta fuerza
externa para determinar el cambio en el movimiento de la
bola; cuanto mds corta sea la duracion de la colision tanto
mejor sera proceder asi.

Por lo tanto, en la practica podemos aplicar la ley de la
conservacién del impetu durante las colisiones si el tiem-
po de la colision es lo suficientemente pequefio. Podemos
entonces decir que el impetu de un sistema de particulas
en el instante antes de que éstas choquen es igual al impetu
del sistema en el instante después de haber chocado las

particulas.

Problema muestra 1 Una bola de béisbol (cuyo peso oficial
es de unas 5 onzas) se mueve hotizontalmente a una velocidad
de 93 mi/h (alrededor de 150 km/h) cuando es golpeada por el
bate (véase la Fig. 1). Abandona el bate en una direccién que
forma un dngulo ¢ = 35° sobre su trayectoria y a una velocidad
de 180 kin/h. (a) Halle el impulso de la fuerza ejercida sobre la
bola. (b) Suponiendo que la colisién dure 1.5 ms (= 0.0015 s),
(eual es la fuerza promedio? (¢) Halle el cambio en el impetu
del bate.

Solucién (a) La figura 9a muestra el impetu inicial p, y el
impetu final p, de la bola de béisbol. La masa correspondiente
a5ozesde0.14 kg, y la velocidad final de la bola en unidades

mads apropiadas es de 50 m/s. Las componentes del impetu final
estan dadas por

D = mug cos ¢ = (0.14 kg)(50 m/s)cos 35°) = 5.7 kg-m/s,
Dy, = mu; sen ¢ = (0.14 kg)(50 m/s)(sen 35°) = 4.0 kg- m/s.

En este sistema de coordenadas, el impetu inicial tiene sélo una
componente x, cuyo valor (negativo) es

Dix = mv; = (0.14 kg)(—42 m/s) = —5.9 kg-m/s.
Ahora puede obtenerse el impulso:
Je=De— Dx=157kg-m/s— (—5.9 kg-m/s) = 11.6 kg-m/s,
J,=py,—p,=40kg-m/s—0=4.0kg -m/s.
En otros términos, el impulso tiene una magnitud

J=VJ2+J2=(11.6 kg-m/sy + (4.0 kg m/s)’
= 12.3kg-m/s
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Figura 8 La fuerza impulsiva F,,, que actia durante una
colision es generalmente mucho mas intensa que cualquier
fuerza externa F,,, (mostrada aqui como una constante) que

puede actuar también.

y actia en una direccion determinada por
6 =tan™'(J,/J,) = tan~'[(4.0 kg- m/s)/(11.6 kg-m/s)] = 19°

sobre la horizontal. La figura 9b muestra el vector del impulso
J y verifica graficamente que, como lo pide la definicion de la
ecuacion 3,

J=pr—pi=ps+(—p)

b)ConlJ = FAt, tenemos que F- J/At. Entonces F tiene la
magnitud

F=(12.3 kg-m/s)/0.0015 s = 8200 N,

que es casi 1 tonelada. Esta fuerza actia en la misma direccion
que J, esto es, 19° sobre la horizontal. Nétese que ésta es la
fuerza promedio; la fuerza mdxima es considerablemente ma-
yor, como lo muestra la figura 6. También, obsérvese que F
(= 8200 N) >mg (= 1.4 N). Asi pues, estamos en lo cierto al
suponer que la fuerza impulsiva excede notablemente a la
fuerza externa (la gravedad, en este caso) y, por lo tanto, es
muy cercanamente igual a la fuerza neta que actia durante la
colision.

(c) El cambio en el impetu del bate es, segun la ecuacion 7,
igual y opuesto al de la bola. Entonces, para el bate,

Ap,=—11.6kg-m/s,
Ap,=—4.0kg-m/s.

(Es éste un cambio grande o un cambio pequefio? Trate de
calcular el impetu del bate en movimiento para responder a esta
pregunta.

104 COLISIONES EN UNA DIMENSION

En esta seccion consideraremos el efecto de una colision
entre dos objetos. Usualmente conocemos las velocidades
iniciales de los dos objetos antes de la colision, y nuestra
meta es aplicar las leyes de conservacion o las leyes del
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Figura9 Problema muestra 1. (@) Los impetus inicial y
final de la bola de béisbol. (b) La diferencia p, - p, es igual al
impulso J.

movimiento para hallar las velocidades después de la
colision.

Podemos siempre calcular los movimientos de los objetos
después de que hayan chocado a partir de sus movimientos
previos si conocemos las fuerzas que actian durante la
colisién, y si podemos resolver las ecuaciones de movimien-
to. Sin embargo, en la mayoria de las colisiones no conoce-
mos estas fuerzas. La ley de conservacion del impetu debe
cumplirse durante cualquier colisién en la que sélo actien
fuerzas internas, y puede aplicarse aun si no conocemos las

Juerzas. Aunque podemos no conocer los detalles de la
interaccion, en muchos casos podemos usar la conservacién
del impetu y la conservacién de la energia para predecir los
resultados de la colision.

El impetu lineal se conserva siempre en las colisiones.
La energia total se conserva también: la energia total inicial
de las particulas en colisién es igual a la energia total
final de los productos. Esta energia puede incluir no sélo a
la energia cinética sino igualmente a otras formas, tales
como la energia interna, la energia de deformacion, la ener-
gia rotatoria, la energia radiante, y asi sucesivamente.

En una categoria especial de la colisién, llamada coli-
sién eldstica, despreciamos todas las demads formas de la
energia y consideramos solamente a la energia mecénica
U + K. Ademds, suponemos que, en una colisién impul-
siva, las fuerzas internas acttan durante un tiempo corto
¥, por lo tanto, sobre una distancia corta; observamos a las
particulas solamente con una separacion relativa mucho
mas grande, de modo que los efectos de su energia poten-
cial interna puedan ser despreciados. En una colisién
elastica, la energia cinética de traslacidn es la tinica forma
de energia por la que debemos responder, y la conserva-
cién de la energia mecénica es, por lo tanto, equivalente
a la conservacion de la energia cinética: en una colision

eldstica, la energia cinética inicial K, es igual a la energia
cinetica final K,.

En otra categoria de colisién, que llamamos ineldstica,
la energia aparece en otras formas, y las energias cinéticas
inicial y final no son iguales. En ciertos casos K >K,
como, por ejemplo, cuando la energia cinética inicial se
convierte en energia interna de los productos, mientras
que en otros casos K < K, como cuando la energia interna
almacenada en las particulas al chocar se libera. En una
colisién inelastica la energia mecénica U + K no se con-
serva, pero la energia total si (véase la seccién 8-6).
Cuando los cuerpos que chocan son simples, tales como
dtomos o moléculas, a menudo podemos tener en cuenta
directamente la diferencia entre K, y K en funcién de los
estados conocidos de la energia interna discreta del siste-
ma. En sistemas mas complejos, tal como cuando chocan
dos automéviles, vemos a la diferencia simplemente como
energia cinética “perdida” o “ganada”.

Todas las colisiones entre objetos reales son hasta cierto
punto inelasticas. Cuando los objetos son muy rigidos,
tales como las bolas de billar, podemos a menudo tratar a
la colision como aproximadamente eldstica. En este ca-
s0, la energia que cambia de cinética a otras formas (como
la onda de sonido que se escucha al chocar las bolas) es
despreciable comparada con la energia cinética. Ndtese
que la clasificacion de una colisién como elastica o in-
elastica es independiente del marco de referencia desde el
que se vea la colision.

Cuando los dos cuerpos se pegan después de la colision,
se dice que la colision es completamente ineldstica. Por
ejemplo, la colisién entre una bala y un bloque de madera
al que se le dispara es completamente inelastica cuando la
bala permanece empotrada en el bloque. El término “com-
pletamente inelastica” no significa necesariamente que
toda la energia inicial se pierde; como veremos, significa
més bien que la pérdida es tan grande como puede serlo,
en consonancia con la conservacion del impetu.

Aun cuando no se conozcan las fuerzas de colision,
podemos obtener los movimientos de las particulas des-
pués de la colision a partir de los movimientos antes de la
colision, siempre y cuando la colision sea completamente
inelastica o, si la colisién es elastica, que la colisién tenga
lugar en una dimensién. En una colision unidimensional
el movimiento relativo después de la colisién esta a lo
largo de la misma linea que el movimiento relativo antes
de la colision. Por el impetu nos limitaremos al movimien-

to unidimensional

Colisiones elasticas

Consideremos primero una colisidn elastica unidimensio-
nal. Imaginemos a dos objetos (podrian ser unos deslizado-
res en un riel de aire) que se mueven inicialmente a lo largo
de la linea que une a sus centros, luego chocan de frente y se
mueven a lo largo de la misma linea recta después de la
colisién (véase la Fig. 10). Estos cuerpos ejercen fuerzas
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Figura 10 Dos particulas antes y después de una colision elastica.
velocidades relativas antes y después son iguales.

entre si durante la colisidon que estan a lo largo de la linea de
movimiento inicial, de modo que el movimiento final esta
también a lo largo de la misma linea.

Las masas de las particulas en colisiéon son m, y m,,
siendo las componentes de la velocidad v, y v, antes de
la colision y v,; y v, después de la colision. [En nuestra
notacion, los subindices numéricos 1 y 2 especifican la
particula, mientras que los subindices i y f se refierer.l,
respectivamente, a los valores iniciales (antes de la coli-
sién) y a los valores finales (después de la colision).]
Tomamos la direccion positiva del impetu y la velocidad
hacia la derecha en la figura 10. Suponemos, a no ser que
especifiquemos lo contrario, que las velocidades de las
particulas en colisién sean lo suficientemente bajas como
para que no necesitemos emplear las expresiones relat’i—
vistas del impetu y de la energia cinética. Entonces, segun
la conservacién del impetu, obtenemos

M0y + Myvy = Myt My, (10)

Puesto que estamos considerando una colision elastica, la
energia cinética se conserva por definicion, y obtenemos,
al ser K, = K|,

tm v} + dmpd = tm i+ imyvi;. (1

Si conocemos las masas y las velocidades iniciales, pode-
mos calcular las dos velocidades finales (incognitas) v,y
v, a partir de estas dos ecuaciones.

La ecuacion del impetu puede ser escrita asi:

m,y(vy; — D1) = MUy~ V2i), (12)
y la ecuacion de la energia puede escribirse como:
m(v}; — vl = my(v3e — v%). (13)

Dividiendo la ecuacion 13 entre la ecuacién 12, y supo-
niendo que v, # v,,y que v, # v, (véase la pregunta 15),
obtenemos

Uyt 0= Uyt 0y
¥y, después de un reordenamiento,

vy — Uy = — (U1 — Uyy)- (14)

Notese que las

Esto nos dice que, en una colisién unidimensional elasti-
ca, la velocidad relativa de acercamiento antes de la
colision es igual y opuesta a la velocidad relativa de
separacion después de la colisién, sin importar cudles
puedan ser las masas de las particulas en colision.

Para obtener las componentes de la velocidad vy v,
después de la colisién a partir de las componentes de la
velocidad v,; y v, antes de la colisién, combinamos las
ecuaciones 12 y 14 para eliminar a v, y resolver para v,

—(mom), (2 ), s
vlf (m1+m2>vll.+ (m1+m2)02!‘ ( )

Similarmente, eliminamos a v, y resolvemos para v,

2m| mz_ml)
= (=)o + (), (16
Ut (m,+m2)v"+(ml+m2 Uy (16)

Las ecuaciones 15 y 16, que se cumplen en todos los
marcos de referencia inerciales, son resultados generales
que nos permiten obtener las velocidades finales en cual-
quier colisién elastica unidimensional. Estas ecuaciones
las simplificamos a menudo eligiendo un marco en el que
la particula blanco (digamos, m,) esta inicialmente en
reposo, permitiéndonos asi poner v,, = 0 en las ecuacio-
nes 15 y 16. Pasemos ahora a estudiar ciertos casos espe-
ciales de interés.

1. Masas iguales. Cuando las particulas en colision tie-
nen masas iguales (m, = m,), las ecuaciones 15 y 16 se
transforman simplemente en

vlf= l)2i y vzf= vli. (17)

Esto es, las particulas intercambian velocidades: la velo-
cidad final de una particula es igual a la velocidad inicial
de la otra.

2. Particula blanco en reposo. Otro caso de interés es
cuando la particula m, esta inicialmente en reposo. Enton-
ces v, =0y

_(m—m, _(_2m, )v‘ 8
vlf_(_——ml+m2)vli y U (‘-—ml+m—2 - (18)

Combinando este caso especial con el anterior (esto es,
una colisidn entre particulas de igual masa, donde una esta
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inicialmente en reposo), vemos que la primera particula
es “detenida en seco” y la segunda “sale™ con la velocidad
que tenia la primera originalmente. A menudo es posible
observar este efecto en las colisiones de las bolas de billar
que no giran.

3. Blanco masivo. Si m, > m,, entonces las ecuacio-
nes 15y 16 se reducen a

Ve = — Uy + 21}2i ¥ Uy == Dy;. (19)

Cuando la particula de gran masa se mueve lentamente o
esta en reposo, entonces

D=0y Uy=0. (20)

Esto es, cuando un proyectil liviano choca contra otro de
masa mucho mayor que estd en reposo, la velocidad de la
particula menos pesada se invierte aproximadamente, y la
particula de mas masa permanece aproximadamente en
reposo. Por ejemplo, una pelota que se deje caer desde una
altura & rebota del suelo después de la colisién con velo-
cidad invertida y, si la colision fuese perfectamente elds-
tica y no hubiese resistencia del aire, llegaria a la misma
altura h. De manera similar, un electrén rebota de un
atomo (con masa relativa) en una colisidn de frente Yy su
movimiento se invierte, mientras que el 4tomo blanco no
resulta en esencia afectado por la colision.

4. Proyectil masivo. Cuando m, >>nm,, las ecuaciones 15
¥ 16 se convierten en

Vg™V Yy U= 20— vy, (21

Si la particula blanco de menor peso esta inicialmente en
reposo (o se mueve mucho mds lentamente que m,),
entonces, después de la colisién la particula blanco se
mueve al doble de la velocidad de m,. El movimiento de
m, no se ve casi afectado por la colisién con el blanco mas
ligero.

En la dispersion de la particula alfa (Fig. 2), la particula
alfa incidente (cuya masa es de alrededor de 8000 veces
la masa del electrén) no resulta en esencial afectada por
las colisiones con los electrones de los atomos blanco
(como lo indican las muchas trayectorias en linea recta de
laFig. 2). La particula alfa se desvia solamente en los raros
encuentros con el nicleo masivo de un 4tomo blanco.

Colisiones inelasticas

Consideraremos ahora las colisiones inelasticas, en las
que, por definicion, la energia cinética no se conserva,
aunque por supuesto, la conservacién del impetu siempre
se cumple. La conservacion de la energia total se cumple
también, pero la inclusion de formas de energia diferentes
a fa cinética afiade mas términos a la ecuacién 11 Y, ano

ser que podamos especificar exactamente las transferen-
cias de energia (por ejemplo, cudnta energia interna se
convierte en cinética), ya no tenemos un sistema de ecua-
ciones que pueda resolverse.

En un caso ineldstico especial, el de la colisién comple-
tamente ineldstica, el resultado final puede obtenerse a
partir de los valores iniciales solamente. En este caso, las
particulas se quedan pegadas y se mueven a una velocidad
comun v, después de la colisién. Entonces existe solamen-
te una incognita, y la ecuacién del impetu sola (Ec. 10) es
suficiente. Reemplazando tanto v,; como v,; en esa ecua-
cion por la velocidad comun v, nos conduce a

m, n,
=|——)o; +|—"—10y. 22
o (ml + mz) i (ml + mz) P2 (22)

Cuando m, esta inicialmente en reposo, ésta se reduce a

b= (——m'—> vy;. 23)

m, +m,

La velocidad de m, se “reduce” por la razén de masas
ny/(m, + m,). Cuanto mas grande sea m,, mas rapido se
movera la combinacion; cuanto més pequena sea m ,» Mas
lentamente se movera.

La ecuacion 22 puede aplicarse igualmente bien en
sentido inverso. Esto es, una particula de masa M que se
mueva a velocidad v; se divide en dos particulas, una de
masa m, que se mueve a velocidad v, y otra de masa m,
(=M - m,) que se mueve en direccion opuesta a velocidad
vy. Este resultado se aplica aun cuando la explosion
pudiera impartir una energia cinética considerable a las
dos particulas. En el caso especial en que v; = 0 (la
particula inicial estd en reposo), tendremos que v, /v, =
-nfm,. La particula de mayor masa tiene la velocidad
menor, como lo esperariamos con objeto de hacer que el
impetu total sea cero, y las dos particulas se mueven en
direcciones opuestas. En la seccién 10-7 se consideran las
aplicaciones de este principio a los procesos de desinte-
gracion espontdnea.

Problema muestra2 (a) ;En qué fraccion decrece la energia
cinética de un neutrdn (masa m,) en una colisién eldstica frontal
con un nicleo atémico (masa m,) inicialmente en reposo? (b)
Halle la disminucion fraccionaria de la energia cinética de un
neutron cuando choca de igual modo con un nicleo de plomo,
un nicleo de carbono, y un nicleo de hidrégeno. La razén de la
masa del nicleo a la masa del neutrén (= m,/m,) es 206 pata el
plomo, 12 para el carbono, y 1 para el hidrégeno.

Solucién (a) La energia cinética inicial K, del neutron, supo-
niendo que sea no relativista, es 3, Ui, . Su energia cinética final
K, es m, v}, . La disminucion fraccionaria de la energia cinética
es

— 2 2 2
Ki—K,_vj; Vi _ 1 _ Yy
=

K; v} Ui;

Pero, para una colision tal (véase la Ec. 18),

[ m - mz)

v”—(m, + m, Ui,

de modo que

Ki—Ko_ _ (ml - m2)2= am,m, ‘
K; my+ m, (m; +my)y

(b) Para el plomo, siendo m, = 206m,,

K. — K¢ _ 4m,(206m,)

=0.02 = 2%.
K; (207m,)?
Para el carbono, siendo ni, = 12m,,
Ki— Ke_dm(12m) _ ;25 — 280,
K; (13m,
Para el hidrogeno, siendo m, = m,,
Ki - Kf= 4ml(m,) =1 = 100%,

K; (2m,y?

Estos resultados explican por qué un material como la para-
fina, con su alto contenido de hidrégeno, es mucho més eficaz
para decelerar los neutrones de lo que lo es un matetial pesado,
como el plomo. Sin embargo, obsérvese que las colisiones no
siempre son “frontales” como lo hemos supuesto a lo largo de
toda esta seccion. Aunque un neutrén no perderia toda su ener-
gia en una colision oblicua mads tipica contra el hic}ro’geno en
reposo, todavia perderd energia mucho mas eficientemente
en materiales hidrogenados de lo que lo hara en el caso del
carbono o del plomo.

La fision del uranio en un reactor produce neutrones con
energias cinéticas relativamente grandes, en la region de MeV.
Para que se produzca una reaccion en cadena, estos neutrones
deben ser empleados para iniciar otros eventos de fisién,. pero
la probabilidad de que un neutrén cause una fisién disminuye
raipidamente al crecer la energia cinética del neutrén. Por lo
tanto es necesario decelerar o nioderar a los neutrones hasta que
su energia esté en la region de eV, donde la probabilidad de la
fision es de casi tres drdenes mayor. El célculo anterior, aunque
quizas muy simplificado, demuestra que un material rico en
hidrégeno, tal como el agua o la parafina, seria una buena
eleccién como moderador.

Problema muestra 3 Un péndulo balistico (Fig. 11) es un
dispositivo que se empleaba para medir la velocidad de las balas
antes de que se dispusiera de dispositivos electrénicos para
medir el tiempo. Consta de un gran bloque de madera de masa
M, colgado de dos pates largos de cuetdas. Se dispara una bala
de masa m contra el bloque, dentro del cual llega rdpidamente
al reposo. La combinacion bloque + bala oscila, elevandose su
centro de masa a una distancia vertical & antes de que el péndulo
llegue momentaneamente al reposo en el extremo de su arco.
Tome la masa del bloque como M = 5.4 kg y la masa de la bala
como nt = 9.5 g. (a) ;Cuél es la velocidad inicial de la bala si el
bloque se eleva a una altura de h = 6.3 cm? (b) ;Cual es la
energia cinética inicial de la bala? ;Cuanta de esta energia
permanece como energia mecénica del péndulo al oscilar?

Solucién (a) Cuando la bala choca contra el bloque tenemos,
por la conservacion del impetu en la direccién horizontal,
myv=M+m)V,

donde v es la velocidad de la bala antes del impacto y Ves la
velocidad de la combinacion después del impacto. Aunque
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Figura 11 Problema muestra 3. Un péndulo balistico es
utilizado para medir la velocidad de una bala.

la energia mecanica ciertamente no se conserva durante la
colisién de la bala con el bloque, s7 se conserva en el péndulo
al oscilar después del impacto. La energia cinética del sistema
cuando el bloque esta en el fondo de su arco debe, entonces, ser
igual a la energia potencial del sistema cuando el bloque estd
en la parte superior, o sea

M+ m)V?=(M+ m)gh.

Eliminando a Ventre estas dos ecuaciones llegamos a
p= ( M+ m) r_2gh
m
_ (5.4 kg + 0.0095 kg

2 =
0.0095 ke ) V(2)9-8 m/s7)(0.063 m) = 630 m/s.

Podemos ver al péndulo balistico como una clase de transfor-
mador, intercambiando la alta velocidad de un objeto ligero (la
bala) con la baja velocidad y, por lo tanto mas facilmente
medible, de un objeto masivo (el bloque).

(b) La energia cinética de la bala es

K, = mv? = §(0.0095 kg)}630 m/s)® = 1900 J.

La energia mecanica del péndulo al oscilar es igual a su energia
potencial cuando el bloque estd en la parte mas alta de su
oscilacion, o sea

E =M+ m)gh=(5.4 kg + 0.0095 kg)(9.8 m/s2)(0.063 m)
=331

Entonces solamente 3.3/1900, o sea 0.2% de la enetgia cinéti-
ca original de la bala se transfiere a energia mecanica del
péndulo. El resto se almacena dentro del bloque del péndulo
como energia interna o se transfiere al entorno, por ejemplo co-
mo ondas de calor o de sonido.

10-5 COLISIONES BIDIMENSIONALES

Si dos particulas colisionan de una manera diferente a la
frontal, las particulas pueden moverse en direcciones que
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Figura 12 Dos particulas en colisién.
Los circulos abiertos indican sus
posiciones antes de la colision y los
citculos llenos, sefialan cudles son éstas
después de la colision. Inicialmente, la
particula 2 estd en reposo. El parametro
b de impacto es la distancia por la cual
la colision deja de ser frontal.

v1i

no coincidan con las direcciones del movimiento original.
La figura 12 muestra la geometria de una de estas colisio-
nes. Hemos elegido a nuestro sistema de coordenadas de
modo que p, tenga s6lo una componente x, simplificando
asi el calculo un poco. Se supone que la particula blanco
m, estd en reposo. La distancia b entre la linea del movi-
miento de la particula incidente y una linea paralela que
pase por m, se llama pardmetro del impacto. Una colisién
frontal corresponde a b = 0, y valores mas grandes de b
indican una colisién mas oblicua. La figura podria repre-
sentar las trayectorias de dos ntcleos que colisionan a
causa de sus respectivas fuerzas electrostdticas de repul-
sién; la fuerza depende inversamente del cuadrado de la
distancia entre los nucleos, los cuales no necesitan en
realidad estar en contacto para la colision. Para distancias
suficientemente grandes la fuerza se hace pequeiia, y las
particulas se mueven en linea recta sin resultar en esencia
afectadas por la fuerza.

Independientemente de la fuerza que actie entre las
particulas, el impetu debe conservarse. La fuerza entre
las particulas es una fuerza interna, que no puede cambiar
el impetu total del sistema de dos particulas. Ademas,
puesto que el impetu es un vector, sabemos que las com-
ponentes x y las componentes y nos daran dos ecuaciones
escalares independientes. Para las componentes x, el im-
petu inicial es m,v;; a lo largo del eje x, y el impetu final
total es la suma de las componentes x de los impetus
finales de las dos particulas:

Dix = D

m,y; = M0y cos @, + m,v, cos ¢, . (29)

Aqui tenemos en cuenta las direcciones de v,y de v, a
través de los dngulos ¢, y ¢,, respectivamente; asi en la
ecuacion 24, v, y v, indican las magnitudes de las velo-
cidades y son siempre positivas. Esto contrasta con las
ecuaciones 15 y 16 o con la ecuacidén 22, las cuales
manejaban las componentes de la velocidad que podian
ser positivas o negativas.

El impetu y inicial es cero (gracias a que elegimos para
simplificar, los ejes de coordenadas), y el impetu y final
es la diferencia entre el de cada una de las particulas
(hemos elegido ¢, y a ¢, en los lados opuestos del eje x,
de modo que la suma de las componentes y dé por resul-
tado una diferencia algebraica):

piy = pfy
0 = mll)lf sen ¢] - mZUZf sen ¢2' (25)

Si la colisién es eldstica, se cumple el resultado usual
para la conservacién de la energia. Igualando las ener-
gias cinéticas inicial y final tenemos

im vl = tmvie + dmovd.. (26)

Dadas las condiciones iniciales (m,, m,, yv ), en las
Ecs. 24 a 26 existen cuatro incognitas (v,, v, @, ¢,),
pero solo tres ecuaciones las relacionan. No existe una
solucién unica para tal sistema indeterminado de ecuacio-
nes; de hecho, existe un mimero infinito de soluciones.
Para obtener una solucién unica, debemos contar con una
limitacion o restriccion adicional. Por ejemplo, podemos
decidirnos por observar la particula 1 en un angulo ¢,
determinado, como en el problema muestra 4. Una vez
hayamos hecho esa eleccion, las tres ecuaciones pueden
resolverse para las tres incdgnitas restantes.

—

Problemamuestrad Una molécula de gas con una vclogidad
de 322 m/s choca eldsticamente con otra molecyl.a’ de la misma
masa inicialmente en reposo. Despues de la colisién la primera
molécula se mueve formando un angulo de'30° con su d}recclon
inicial. Halle la velocidad de cada mollccul.a' dqspx}es de la
colisién y el angulo formado con la direccién incidente de
1a molécula blanco que recula.

Solucién Este ejemplo corresponde exactamente a las ecua-

. Ao ;
ciones 24 a 26, siendo m, = m,, v, =322 r{lls, y ¢ =30°. Haciendo
que m, sea igual a m,, tenemos las relaciones

V)i = 03¢ COS @, + vy COS b, 27
virSen ¢, = vy sen ¢, (28)
’ v} =vi+ 3. (29)

Debemos de resolver para v,, Uy, ¥ ¢,. Para hacerlo, primero.e’li—
minamos a ¢, elevando al cuadrado la ecuacion 27 (reescribién-
dola como v, - v, cos ¢, = v, cos §,), y la sumamos al cuadrado
de la ecuacion 28. Observando que sen’¢, + cos’¢, = 1, obtenemos

= 42
v} + v} — 20,05 COS b, = v

Combinando ésta con la ecuacion 29, obtenemos (siempre que
Uy # 0)

0y = y; €08 @, = (322 m/s)(cos 30°) = 279 m/s.
De la ecuacion 29

vd =03 — v} = (322 m/s)? — (279 m/s)’,
o sea,
vy = 161 m/s.

Por ultimo, de la ecuacion 28

v
sench, = ;;—i sen ¢,

_ 279 m/s sen
161 m/s

¢2 = 60°.

Las dos moléculas se apartan en angulos rectos (¢, + ¢, = 90°
en la Fig. 12).

Deberia ser para nosotros posible demostrar que, en una
colisién eldstica entre particulas de igual masa, una de las cuales
esté inicialmente en reposo, las particulas, que reculan se des-
vian siempre en angulos rectos entre si. La figura 13 muestra
una serie de cuatro colisiones eldsticas sucesivas entre protones
provocadas cuando un proton de energia elevada entra en una
camara de butbujas llena de hidrdgeno liquido, el cual suminis-
tra los protones blanco. El rastto de las particulas se hace visible
por a huella de burbujas dejada en su camino. Puesto que las
particulas en interaccion son de igual masa y las colisiones son
elasticas, las particulas reculan formando dngulos rectos entre
sf: esto se hace evidente cuando el rastro representado en la
figura 13 se ve estereoscopicamente. Véase la figura 2 para otro
ejemplo.

30° =0.866

Colisiones inelasticas en dos dimensiones

Si la colisién es inelastica, la ecuacion 26 ya no tiene
aplicacién. A menudo podemos sustituirla por una expre-
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Figura 13 (a) Cuatro colisiones protén-proton en una
cdmara de burbujas. (b) Una representacién esquematica de
las trayectorias de los protones. El proton original entra pot
la esquina superior detrecha. El rastro no estd completo en el
plano de la fotografia, y una visién estereoscépica muestra
que el 4ngulo entre el protén incidente y el protén saliente en
cada colisién es de 90°, como se esperaba. Los demads rastros
que se ven en la foto son causados por mesones (cutvaturas
suaves) y por electrones (espirales cerradas).

sién equivalente que tenga en cuenta la energia convertic%a
a (o a partir de) energia cinética y que, por lo tanto, arroje
una relacion entre las energias cinéticas inicial y final.

Una colisién en dos dimensiones completamente in-
elastica debe comenzar con ambos cuerpos en movimien-
to. (;Por qué?) De nuevo, hacemos que el movimiento
de un cuerpo defina al eje x, y disponemos la colision de
modo que los dos cuerpos se encuentren y se adhieran
entre si en el origen. El objeto final se mueve entonces
en la direccion ¢; a una velocidad v, (Fig. 14). La conser-
vacién del impetu para las componentes x y y da lo
siguiente:

componente X: m,v, + My, cos ¢, = Mv; cos ¢y, (30)
m,v, sen ¢, = Mv;sen ¢ (31)

componente y:

Aqui M = m, + m, es la masa total de la combinacion
después de la colision. Puesto que la combinacion se
mueve a una velocidad comun (en magnitud y en direc-
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mz

Figura 14 Una colisién completamente inelastica en dos
dimensiones. Las particulas con masas m, y m, colisionan
para formar la particula combinada de masa M.

cion), las cuatro incognitas del caso elastico se reducen
a dos: vy y ¢. Las dos ecuaciones (Ecs. 30 y 31) son
suficientes para una solucion tnica.

Problema muestra$ Dos patinadores chocan y se abrazan en
una colision completamente ineldstica. Esto es, se quedan uni-
dos después del impacto, como lo sugiere la figura 15. Alfredo,
cuya masa nm, es de 83 kg, se mueve originalmente hacia el este
a una velocidad de v, = 6.4 km/h. Barbara, cuya masa mj, es de
55 kg, se mueve originalmente hacia el norte a una velocidad
de v, = 8.8 km/h. (a) ;Cuil es la velocidad V de la pareja
después del impacto? (b) ;Cual es el cambio fraccionatio en la
energia cinética de los patinadores a causa de la colision?

Solucion (a) El impetu se conserva en la colisién. Podemos
escribir, para las componentes de los dos impetus:

componente x: MU, = MV cos ¢, (32)
componente y:  mgvg = MV sen ¢, (33)

donde M = m, + m,. Dividiendo la ecuacion 33 entre la ecua-
cién 32 nos da

_ mgvg _ (55 kg)(8.8 km/h)
muvs (83 kg)(6.4 km/h)

=0.911.

Entonces
¢=tan"10.911 =42.3°,

De la ecuacion 33 tenemos entonces que

_ Mty _ (55 kg)(8.8 km/h)
Msend (83 kg + 55 kg)(sen 42.3°)
=5.21 km/h.

(b) La energia cinética inicial es

K =4im,v} +imgv}
= §(83 kg)(6.4 km/h)? + 455 kg)8.8 km/h)?
= 3830 kg-km?/h2.

y (norte)

_Hu x (este)

& o

Figura 15 Problema muestra 5. Dos patinadores, Alfredo
(A) y Barbara (B), suften una colisién completamente
ineldstica. Después de ello, se mueven juntos en una
direccion dada por el angulo ¢.

La energia cinética final es

K= iMV?
= 1(83 kg + 55 kg)5.21 km/h)?
= 1870 kg-km?/h.
La fraccién que buscamos es, entonces,

o K= K; _ 1870 kg km?/* — 3830 kg km?/h? _
K, 3830 kg - km?/h?

—0.51.

Asi, el 51% de la energia cinética inicial se pietde en la colision.
Debe disiparse en alguna forma, o, en su lugar, como energia
interna de la pareja de patinadores.

10-6 MARCO DE REFERENCIA
_ DELCENTRODEMASA

Cuando se llevan a cabo experimentos de colisiones en la
practica, las mediciones se hacen naturalmente en un
marco de referencia fijo en el laboratorio (el marco del
laboratorio). Muy a menudo, tales experimentos consis-
ten en el disparo de un proyectil disparado a un blanco que
estd en reposo en el laboratorio. En muchos experimentos
de la fisica de particulas, por el contrario, dos particulas
de igual masa y velocidad (dos protones, quiza, o dos
electrones) se disparan directamente una contra la otra.
Sin importar cémo se lleve a cabo el experimento, a
menudo el analisis es mas fécil y la comprensién fisica se
aclara si vemos a la colision desde un marco de referencia
ligado al centro de masa de las particulas en colision (el
marco del centro de masa).

Por ejemplo, consideremos el caso sencillo de una
colision eldstica unidimensional (de frente) entre dos par-
ticulas idénticas. Si una particula (el blanco) esta fija en

vii § ; JV2=0
.—-——_D

m em \ m2
P __H> \ L]

(@

]
™ T
QW= —%Vli \ vat = %Vll
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vem = 0

X

- =Vji 2V

Figura 16 Una setie de “instantdneas” de dos particulas de masa m, y m, = 3m, que
chocan elasticamente en una dimensién. El centro de masa de las dos particulas se
indica por una X. (@) Marco de referencia del laboratorio. (b) Marco de referencia del

centro de masa.

el laboratorio, la otra particula (el proyectil, que inicial-
mente se mueve a velocidad v) se lleva al reposo, y la
particula blanco original se mueve hacia adelante a velo-
cidad v. Sin embargo, en el marco del centro de masa, las
dos particulas se aproximan entre si antes de la colision,
cada una a velocidad Lv, y retroceden ambas a la misma
velocidad después de la colisién. Ya no existe diferencia
entre el proyectil y el blanco, y la descripcion del suceso
es completamente simétrica en este marco de referencia.
La figura 16a muestra una serie de “instantaneas” de
una colisién elastica entre una particula de masa m,,
inicialmente en movimiento, y una particula estacionaria
de masa m, = 3m,. Puesto que sélo actuan fuerzas internas
en la colision, el movimiento del centro de masa, como se
muestra en la figura 164, no es afectado por la colision.
El centro de masa de m, y de m,, calculado a partir de la
ecuacion 4 del capitulo 9, se mueve a la misma velocidad
constante v, tanto antes como después de la colision.

La velocidad del centro de masa se halla de la ecua-
cion 5, del capitulo 9,

m,
= — . 34
Uem ( . 2>vln ( )

con v,, = 0. Elaboremos ahora un diagrama de la misma
colision vista desde un marco de referencia que se mueva,
respecto al laboratorio, a la velocidad v,,. Este es el marco
de referencia del centro de masa. Las velocidades de m,
y de m, en este marco pueden obtenerse de la ecuacion 43
de la seccién 4-6 para las transformaciones de velocidad
entre marcos de referencia:

v=0"+u, 35)
donde v es la velocidad medida en el marco del laborato-

rio, v’ es la velocidad medida en el marco de referencia
que se mueve respecto al laboratorio, y u es la velocidad
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Figura 17 Ser?e dc? “?nstanténcas” de dos particulas de masas m, y m, = 3m, en choque
completamente inelastico en una dimension. (@) Marco de referencia del laboratorio.
(b) Marco de referencia del centro de masa.
del marco que se mueve respecto al marco del laboratorio. m
En nuestro caso, el marco mévil es el marco del centro de - ( +2 ) Viis (38)
masa y u =0, Podemos entonces hallar las velocidades T
iniciales de m, y de m, en el marco moévil: 2
_ m m
" Vif = Vpp ~ Doy = (—"‘m T Im )Uu - <—_‘+l_) Uy
Vi = U1 ™ Uem = Up; — <—l_> Vi l i e
m, + m, ( m
— 1
" =\—)v;.
_ ) o 3 m, + mz) 1i (39)
m, + m2 1is ( 6)
Notese la simetria de estos resultados. En el marco del
v =0y~ b 0 m, .cen.tro de masa, las velocidades de m, y de m, simplemente
i i — Uem my +m,) Ut invierten direcciones en la colision, donde la velocidad
m delml va dfasde +myv,/(m, + m,) hasta -m, v, /(m, + m,),
m v (37) y la velocidad de m, va desde -m,v,/(m, + m,) hasta

Las velocidades finales en el marco del laboratorio estan
dadas en la ecuacion 18, y éstas pueden también ser
transformadas dentro del marco del centro de masa:

- my—m, m
Vir = D1~ Vom = <_+_) vy — | ——/—— Uy
my; T m, m, +m,

o, v,/(m, + m,). En la figura 165 se muestra una serie de
instantaneas de la colision en el marco de referencia del
centro de masa. En este marco de referencia especial, cada
particula lleva a cabo un movimiento similar a una I;elota
que r.ebota en una superficie dura; la otra particula esta alli
precisamente para dar el impulso para la inversion del

movnmento. Es también obvio en este marco de referen-
cia que

cia que la energia cinética total permanece constante en la
colision. (De hecho, permanece constante para cada par-
ticula por separado.) Contemplando la colisién desde esta
perspectiva, adquirimos una vision nueva del significado
de colision “elastica”.

Veamos ahora la colisién unidimensional completa-
mente ineldstica en el marco del centro de masa. De
nuevo, suponemos que m, es la incidente sobre m, (= 3m,)
en reposo en el laboratorio. Después de la colision, existe
una particula compuesta de masa M =m, +m,. La veloci-
dad del centro de masa estd, una vez mas, dada por la
ecuacion 34. La secuencia de instantaneas de la figura 17a
nos muestra la colisién en el marco del laboratorio; de
nuevo, el centro de masa se mueve a la misma velocidad
antes y después de la colision.

Las velocidades iniciales de m, y m, se transforman
exactamente de la misma manera que en el caso anterior
y estin dadas por las ecuaciones 36 y 37. La velocidad
final del centro de masa de M después de la colisién puede
hallarse al transformar el resultado general para v, en el
marco del laboratorio, ecuacion 23:

o= e v = [ —— ) oy = [—22—) v =0
f f cm m1+m2 li m1+m2 li .

Por supuesto que este resultado no deberia sorprendernos
en absoluto. La masa combinada M esta siempre en el
centro de masa, puesto que contiene toda la masa del
sistema después de la colisién. En el marco del laborato-
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rio, M debe moverse a la velocidad del centro de masa, y
al comparar las ecuaciones 23 y 34 vemos que realmente
lo hace. En un marco de referencia en el cual el centro de
masa esté en reposo, M debe estar también en reposo.

En el marco del centro de masa (Fig. 17b) existe de nue-
vo una simetria: antes de la colisién, m, y m, se aproximan
con impetus iguales y opuestos. Después de que chocany
se combinan, el impetu debe ser cero.

Existe otra propiedad interesante de la colisién comple-
tamente ineldstica en el marco de referencia del centro de
masa. En el marco del laboratorio, la energia cinética
perdida (esto es, convertida a energia interna, energia
de deformacién, etc.) es siempre menos del 100%; por
ejemplo, en una colisién entre dos particulas de igual
masa, una de las cuales esté inicialmente en reposo, Ia
pérdida de energia cinética es de 50%. En el marco del
centro de masa, la pérdida es siempre del 100%, indepen-
dientemente de los valores de m, y de m, Cuando el
propésito de la colisiéon de las particulas consiste en
convertir energia cinética en otra forma, conviene no sélo
analizar sino efectivamente realizar el experimento en el
marco del centro de masa.

En los estudios de las propiedades de las particulas
fundamentales de la naturaleza, el objetivo suele con
frecuencia ser el de aplastar las particulas con una energia
elevada para producir nuevas y exdticas variedades de
particulas de masas mayores; en este caso, la energia
cinética se transforma en la colision en energia en reposo

Figura 18 El acelerador de electrones de 2 millas de
longitud del Stanford Linear Accelerator Center. Los
electrones y los positrones son acelerados a lo largo de la
seccion tecta. Las lineas punteadas muestran las
trayectorias subtetraneas de los electrones y de los
positrones cuando se les hace colisionar en un laboratorio
situado en la parte inferior de la foto. Véase “The
Stanford Lineat Collider”, por John R. Rees, Scientific
American, octubre de 1989, pag. 58.
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mc? de las nuevas particulas. La energia disponible para
formar nuevas particulas es precisamente la energia ci-
nética “perdida” en la colision ineléstica; en el dominio
de estas colisiones de alta energia, en que debemos usar
las ecuaciones de la cinemitica relativista, aprendemos
que la energia cinética inicial de laboratorio requerida
para producir nuevas particulas aumenta con el cuadrado
de la energia en reposo de la particula que esperamos
producir. Esto es, para producir una particula que conten-
ga el décuplo de la energia en reposo se requiere el
céntuplo de la energia cinética y, por lo tanto, un acele-
rador que sea 100 veces mds grande y mds costoso. Sin
embargo, si pudiéramos hacer la colision en el marco del
centro de masa, entonces las particulas con el décuplo de
energia en reposo pueden ser producidas con el décuplo
(y no el céntuplo) de energia cinética, puesto que las
colisiones son 100% eficientes en la conversién de la
energia cinética.

La generacion actual de aceleradores de particulas in-
cluye muchos ejemplos de tales dispositivos para haces
en colision. En el Stanford Linear Accelerator Center
(SLAC), de California, se llevan a cabo colisiones de ha-
ces de electrones y positrones (antielectrones) de 50 GeV
cada una (Fig. 18), y en el Fermi National Accelerator
Laboratory, de Illinois, circulan haces de protones Y anti-
protones de 1000 GeV (1 TeV) en un mismo anillo en
direcciones opuestas intersecdndose una vez en cada cir-
cuito (Fig. 19). Por supuesto, la reaccién es la misma sin
importar el marco de referencia desde el que se vean, pero
la interpretacion sera diferente.

Hasta aqui hemos estudiado solamente las colisiones
unidimensionales en el marco del centro de masa. La
colision eldstica bidimensional adopta también una es-
tructura mds simétrica cuando se la ve desde el marco de
referencia del centro de masa. De nuevo, consideramos
que m, estd inicialmente en reposo en el laboratorio. En
este caso, no desarrollaremos el dlgebra, que es un tanto
mas complicada que en el caso unidimensional; en cam-

Figura 19 El Fermi National Accelerator
Laboratory. Protones y antiprotones son inyectados
desde el pequefio anillo, que puede verse en la parte
superior de la foto, al anillo grande (de 1 km de
radio). Citculan en direcciones opuestas y colisionan
una vez en cada circuito.

bio, mostramos en la figura 20 una descripcién gréfica de
la colision del centro de masa. Como en el caso unidimen-
sional, la velocidad de cada particula queda reflejada
principalmente en la colisién. La unica diferencia aqui
consiste es que las dos particulas se mueven después de
la colision a lo largo de una linea que es, en general,
diferente del eje de las velocidades iniciales. La simetria
requiere que los dngulos formados por las velocidades
finales con las velocidades incidentes sean los mismos
para ambas particulas; cuando las transformamos de nue-
vo al marco del laboratorio, se convierten en los angulos
generalmente desiguales ¢, y ¢, de la figura 12.

10-7 PROCESOS DE DESINTEGRACION
ESPONTANEA (Opcional)

De mas de las 2000 especies de niicleos atémicos que han sido
identificadas hasta ahora, la mayoria son inestables y, tarde o
temprano, eliminan toda o parte de la energia en exceso des-
componiéndose en dos o mds partes. La vida media de tales
procesos de desintegracion radiactiva varia desde miles de
millones de afios (por ejemplo, para el 2*U) hasta fracciones
de segundo muy pequeiias. Todas estas desintegraciones ocu-
tren espontdneamente. Esto es, en una muestra dada de material
radiactivo que contenga un gran nimero (quizis 10%) de mi-
cleos, podemos calcular con precisién cuantos de ellos se des-
integrardn durante cualquier intervalo de tiempo determinado,
pero no hay manera alguna de predecir qué niicleo en particular
se desintegrara.

Los 4tomos, como los que forman el gas en una lampara
fluorescente, pueden también existir en estados con exceso de
energia y pueden consolidarse en una configuracién estable
emitiendo (de nuevo espontineamente, para el caso de un stomo
aislado) un cuanto de radiacién. Las particulas elementales,
formadas en colisiones protén-protén en un acelerador de alta
energia, pueden también desintegrarse espontdneamente, trans-
formandose en ottas particulas (véase la Fig. 4). Las desintegra-
ciones espontaneas de algunas de estas particulas ocurren en
forma tan rapida (10 s para la particula J/y, por ejemplo) que
la tinica evidencia que tenemos de su existencia es la observa-
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Figura 20 Colision elastica bidimensional vista desde el
marco de referencia del centro de masa. En este marco las
particulas deben moverse en direccioncs' opuestas, de modo
que cada una se desvie segun ¢l mismo angulo ¢.

cién de los productos de la desintegracion sometidos a condi-
ciones que favorezcan la formacion de la partlcqla. ]

En esta seccion estudiaremos las desintegraciones esponta-
neas de la forma

A—B+C,

donde A es la particula que se desintegra y By C son los
productos de la desintegracién. Solemos observar tales (!esmte-
graciones en el laboratorio desde un marco de referencia en el
que A esti en reposo. La desitcgracu')q A —~+ B+ Ces, por ’lo
tanto, simplemente la inversa de la colision totz_ilmentc inelds-
tica B + C — A vista desde el marco de referencia del centro de
masa, como en la figura 17b. De hecho., nos fo_r;namo_s una
buena imagen mental del proceso de desintegracion haciendo
que el tiempo vaya hacia atras en la figura 17b; lcagt': desde la
parte inferior a la superior e inviértase la direccion de los
vectores de velocidad. o

En una colisién completamente inelastica, la energia cinética
de las particulas en colisién se “pierde” en la colisioén. Por
supuesto, la energia total debera conservarse, dt? modo que
la energia cinética “perdida” debe aparecer en el sistema com-
puesto en otra forma, en la que la observamos como una
contribucién a la energia en reposo del sistema compuesto,
como habiamos explicado en la seccién 8-7. En un proceso de
desintegracion sucede lo contrario: la energia en reposo de 4 se
convierte en energia cinética de B'y C. Por lo tanto, pgdcmos
escribir la conservacion de energia en un proceso de desintegra-
cién como:

E,=Ez+E.

myc?+ K, = (mge? + Kp) + (mcc? + Ko), (40)

con la energia total E de cada particula da‘da como la suma Flc
su energia en reposo mc” y su energfa cinética K. Hemos escrito
la ecuacion 40 en el caso més general incluyendo la posgblhdad
de que A se mueva con energia cinética K, cuando se desintegra;
usualmente consideramos el caso cuando K, = 0.

Podemos reesctibir la ecuacion 40 agrupando los tétminos dft
la energia en reposo en un lado y los términos de la energia
cinética en el otro:

myct—mpet—mec? =Kz + K- — K. 41

Definimos Q, la energia liberada en la desintegracién, como la

: . L A ]
diferencia entre la energia en reposo inicial m,c* y la energia en
treposo final m,c*

Q= m;c* — mec?, (42)

que en nuestro caso se convierte en

Q=(m,—my—me)? (43)
o, usando la ecuacion 41,
Q=K+ Kc—K,. (44)

Esto es, Q es igual a la ganancia neta de energia cinética de los
productos de la desintegracion. Si A se desintegra en reposo,
entonces Q es la energia cinética total de los productos de la

desintegracion. ) ‘
El proceso de desintegracion debe conservar el impetu lineal.
Si A esta en reposo, el impetu inicial total es cero, por lo que el

impetu final sera cero:
Di= D¢
0=ps—pc- (45)

Las ecuaciones 44 (con K, = 0) y 45 proporcionan dos ecuaci’o—
nes con dos incégnitas que pueden resolverse para las energias
o impetus de los productos B y C de la desintegracion. Los
resultados, en el caso en que ni B ni C tengan una energia en
reposo nula, son

-0 46
KB Q mB+ mC ] ( )
mg
=Q— 47
Ke=Q 00 @7

En muchos procesos de desintegracién que se estudiar} en
el laboratorio, una de las particulas producto, digamos B, tiene
una energia en reposo mucho menor que la otra, de modq que
m, < m¢. Por ejemplo, B podtia ser un electrop (energia en
reposo = 0.511 MeV) o una particula alfa (cpergla en reposo =
3727 MeV), mientras que C podria ser un dtomo pesado o un
nticleo (energia en reposo = 10° MeV, tipicamente). A menudo
es esta particula, mas ligera, la observada en el experimento. En
este caso, como lo muestran las ecuaciones 46y 47, K; = Q'y
K. <K,. Nétese que, si bien las energias cinéticqs de las dos
particulas son completamente diferentes, las magnitudes de sus
impetus (dirigidos en sentido opuesto) permanecen exactamen-
te iguales, como nos lo pide la ecuacion 45. En est'e caso, a
menudo nos tefetimos al impetu de reculada o energia (cineti-
ca) de reculada de C, como si C fuese un gaﬁc’m pesado que
recula después de haber disparado una bala liviana B, como en
el problema muestta 7 del capitulo 9.

Problema muestra 6 Consideremos la emision de particulas
alfa, que son miicleos de los dtomos de helio, en la desintegra-
cién del elemento radiactivo radio (*°Ra), que se encuentra en
estado natural, al elemento gaseoso radén (**Rn):

226Ra — 22Rn + a.
Si el #Ra se desintegra en reposo, halle las energias cinéticas
de los productos.
Solucién Las masas atéomicas son:

226Ra: 226.025403 u; 22Rp: 222.017571 u;
o 4.002603 u.
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Podemos calcular Q) segin la ecuacion 43, usando el valor de 2
=032 MeV/u:

Q = [m(***Ra) — m(***Rn) — m(a)]c?
=(226.025403 u — 222.017571 u
— 4.002603 u)(932 MeV/u)

=4.87 MeV.

Las energias cinéticas pueden entonces calcularse a partir de las
ecuaciones 46 y 47:

4002603 u
Kg, = (4.87 _
re = (487 MeV) o 57571 u + 4.002603 5 0-09 MeV,
222017571
K, = (4.87 MeV) e =478 MeV.

Nétese que, como lo pide la ecuacion 44 (con K, = 0), las dos
energias cinéticas suman Q; nétese también que la particula
alfa, mds ligera, absorbe la mayoria de la energia (aunque no

222.017571 u + 4.002603 u

toda): alrededor del 98% en este caso. W

PREGUNTAS

1. Explique como se aplica la conservacion del impetu a una
pelota que rebota en la pared en un frontén.

2. Puede ser cero el impulso de una fuerza, aunque la fuerza
no sea de cero? Explique por qué o por qué no.

3. Lafigura 21 muestra un aparato de feria popular, en el cual
el jugador trata de ver qué tan alto puede elevar un peso
marcador al golpear un blanco con un mazo. ;Qué canti-
dad fisica mide el aparato? (Es la fuerza promedio, la
fuerza méxima, el trabajo realizado, el impulso, la energia
transferida, el impetu transferido, o cualquier otra cosa?
Explique la respuesta.

Figura21 Pregunta 3.

4. Aunque la aceleracion de una bola de béisbol, después de
haber sido golpeada, no depende de quién la golpes, algo
con respecto al vuelo de la bola debe depender del batea-
dor. ;Qué es?

5. Explique cémo la bolsa de aite protectora de un automévil

puede ayudar a proteger al pasajeto de una lesién grave en
el caso de un choque.

6. Se dice que, durante una colisién a 30 mi/h, un nifio de

=

A

10.

11.

10 Ib puede ejercer una fuerza de 300 b contra el brazo
de un adulto que trate de tomar al nifio de la mano. ;Cémo
puede esa fuerza ser tan grande?

Comente las siguientes afirmaciones: En la colisién de
un automovil, la fuerza que el auto ejerce al detenerse
puede determinarse ya sea por su impetu o por su energia
cinética. En un caso se necesita también el tiempo de
frenado y en el otro la distancia de frenado.

- El acero es mas eléstico que el hule. Explique qué signi-
fica esto.

Explique la posibilidad de que fodas las colisiones fueran
eldsticas, si pudiéramos tener en cuenta solamente los
movimientos internos de los 4tomos en los objetos.

Si (solamente) dos patticulas colisionan, ;estaremos for-
zados a recurrir a una descripeién tridimensional para
describir el suceso? Explique.

Hemos visto que la conservacion del impetu puede apli-
catse tanto si la energia cinética se consetva como si no.
¢Qué sucede en caso contrario; esto es, gimplica la con-
servacion de la energia cinética la conservacion del impetu
en la fisica cldsica? (Véase “Connection Between Conser-
vation of Energy and Conservation of Momentum”, por
Carl G. Adler, American Journal of Physics, mayo de
1976, pag. 483).

12. La siguiente aseveracion fue tomada de una hoja de exa-

13.

men: “La colisién entre dos dtomos de helio es perfecta-
mente eldstica, de modo que el impetu se conserva”. ;Qué
piensa usted de esta afirmacion?

Usted est4 conduciendo un automévil por una carretera a
50 mi/h, seguido por otro auto que se mueve a la misma
velocidad. Usted decelera a 40 mi/h pero el otro conductor
no lo hace y chocan. ;Cudles son las velocidades iniciales
de los autos en colisién vistas desde el marco de referen-
cia de (a) usted mismo, (b) el otro conductor, y (c) un
policia de transito que estd dentro de un auto patrulla
estacionado a un lado de la catretera? (d) Un juez le
pregunta si fue usted quien chocd contra el otro conductor

o fue el otro conductor quien chocé contra usted. Como
fisico, {cudl seria su respuesta?

. C. R Daish escribi6 que, entre los golfistas profesiona-

Jes, la velocidad inicial de la pelota al dejar la cabeza del
palo es de altededor de 140 mi/h. El dice también: (a)
wgi con el edificio del Empite State (de 300 m de altura)
se pudiera golpear a la bola a la misma velocidad que
]a cabeza del palo, la velocidad inicial de la bola aumen-
taria inicamente alrededor del 2% y (b) que, una vez que
el golfista ha iniciado su golpe, el disparo de una camara
fotografica, un estornudo, etc. no ejerceran efecto alguno
en el movimiento de la pelota. jPuede usted dar argu-
mentos cualitativos que apoyen estas dos afirmaciones?

. Al revisar las ecuaciones 12 y 13 resulta obvio que una

solucion valida al problema de hallar las velocidades
finales de dos particulas en una colision elastica unidi-
mensional es v, = v, Y que v, = v,. [Qué significa esto
fisicamente?

. Dos bolas de arcilla de igual masa y velocidad chocan

entre si de frente, se pegan, y llegan al reposo. La energia
cinética ciertamente no se consetrva. ;Qué paso con ella?
,Como se conserva el impetu?

. Un jugador de fuitbol americano, momentineamente en re-

poso sobre el campo, cacha una pelota cuando es tacleado
por un corredor del equipo contrario. Esta es, ciertamen-
te, una colision (jineldstica!) y el impetu debe conservar-
se. En el marco de referencia del campo de fiitbol, existe
un impetu antes de la colisién pero parece no existir
ninguno después de la colisién. ;Realmente se conserva
el impetu lineal? De ser asi, explique como. Si no, expli-
que por qué.

. Considérese una colision eldstica unidimensional entre un

objeto A en movimiento y un objeto B inicialmente en
reposo. ;Como elegitia usted la masa de B, en compara-
cién con la de A, con objeto de que B recule con (a) la
mayor velocidad, (b) el mayor impetu, y (c) la mayor
energia cinética?

. Dos bloques ciibicos idénticos, que se mueven en la misma

direccion a una velocidad comin v, chocan con un tercero
estando este bloque inicialmente en reposo sobre una
superficie horizontal sin friccién. ;Cudl es el movimiento
de los bloques después de la colision? Importa si los dos
bloques, inicialmente en movimiento, estaban o no en
contacto? ;Importaria si estos dos bloques estuvieran pe-
gados entre si? Suponga que las colisiones son (a) com-
pletamente ineldsticas o (b) elasticas.

20.
21.

22.

23.

24.

Problemas 251

L Cémo disefaria usted un arma que no recule?

En una colision entre dos cuerpos en el marco de referen-
cia del centro de masa los impetus de las particulas son
iguales y opuestos entre si, tanto antes como después de
la colisién. ;Es la linea del movimiento relativo necesa-
riamente la misma después de la colisién que antes? ;En
qué condiciones aumentatian las magnitudes de las velo-
cidades de los cuerpos?, jen cudles disminuirian o perma-
necerian iguales como resultado de la colisién?

Un reloj de atena estd siendo pesado en una bascula sensi-
ble, primero cuando la arena estd cayendo en una cotrien-
te continua desde la parte supetiot a la inferior, y luego
nuevamente después de que la patte superior se ha vacia-
do. ;Son los dos pesos iguales o no? Explique su respuesta.
Dé una explicacion razonable del rompimiento de tableros
de madera o de ladrillos por un golpe de karate. (Véase
“Karate Strikes™, por Jearl D. Walker, American Journal
of Physics, octubre de 1975, pag. 845.)

Una caja en la que se ha hecho el vacio esta en reposo
sobre una mesa sin friccidn. Usted perfora un pequeno
otificio en una cara de modo que pueda entrar el aire
(véase la Fig. 22). ;Como se moveri la caja? ;Qué argu-
mento ha utilizado usted para llegar a la respuesta?

Figura 22 Pregunta 24.

25.

26.

Al comentar el hecho de que la energia cinética no se
conserva en una colision totalmente inelastica, un estu-
diante obsetvé que la energia cinética no se conserva en
una explosién y que una colisién totalmente ineldstica es
en esencia lo contrario a una explosion. (Es ésta una
observacion 1til o vélida?

(En qué condiciones, de ser necesaria alguna, es cotrec-
to decir que la desintegracion 4 — B + C es simple-
mente lo contrario a la colisién B + C — A totalmente
ineldstica?

PROBLEMAS

Seccion 10-3 Conservacion del impetu durante

las colisiones

1. Esta siendo probado el parachoques de un automovil

nuevo. Se hace que el vehiculo de 2300 kg, que se mueve
15 m/s, choque contra el pilar de un puente, y se lleve al

tad

reposo en un tiempo de 0.54 s. Halle la fuerza promedio
que actia en el automévil durante el impacto.

Una pelota de masa m y velocidad v choca contra una
pared perpendicularmente y rebota a la misma velocidad.
(a) Si el tiempo de la colision es At, jcudl es la fuerza
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promedio ejercida por la pelota en la pared? (b) Evalie
esta fuerza promedio numéricamente para una pelota de
hule con masa de 140 g que se mueva 7.8 m/s; la duracién
de la colision es de 3.9 ms.

. Un chorro de agua choca contra un alabe de turbina
estacionario en forma de plato, como se muestra en la
figura 23. La velocidad del agua es u, tanto antes como
después del choque contra la supetficie curvada del 4labe,
y la masa de agua que choca contra el dlabe por unidad de
tiempo es constante y de valor u. Halle la fuerza ejercida
por el agua sobre el dlabe.

Figura 23 Problema 3.

4. La nave espacial Voyager 2 (de masa m y velocidad v con

relacion al Sol) se acerca al planeta Jupiter (de masa M y
velocidad V con relacidn al Sol) como se muestra en la
figura 24. La nave espacial rodea al planeta y sale en
direccion opuesta. ;Cual es su velocidad, con relacién al
Sol, después de este encuentro de “latigazo”? Supdngase
que v = 12 km/s y ¥V = 13 km/s (la velocidad orbital de
Jupiter). La masa de Jipiter es muchisimo mas grande que
la masa de la nave espacial; M >>m. (Véase “The Slingshot
Effect: Explanation and Analogies™, por Albert A. Bartlett
y Charles W. Hord, The Physics Teacher, noviembre de
1985, pag. 466.)

——

Figura 24 Problema 4.

5. Un golfista golpea una pelota de golf, impartiéndole una

velocidad inicial de 52.2 m/s de magnitud dirigida a 30°
sobre la horizontal. Suponiendo que la masa de la pelota
sea de 46.0 g y que el palo y la bola estén en contacto
durante 1.20 ms, halle (@) el impulso impartido a 1a pelota,
() el impulso impartido al palo, () la.fuerza promedio
ejercida en la pelota por el palo, y (d) el trabajo efectuado
sobre la pelota.

. Un automovil de 1420 kg que se mueve a razén de 5.28
m/s estd viajando inicialmente hacia el norte. Después de
completar una cutva de 90° hacia la derecha en 4.60 s, el
conductor distraido lo dirige contra un drbol, el cual

detiene al auto en 350 ms. ;Cudl es la magnitud de]
impulso transmitido al auto (@) durante la cutva, y (b)
durante la colision? ;Qué fuerza promedio actiia en el auto
(¢) durante la curva y (d) durante la colision?

Una bola de béisbol de 150 g (peso = 5.30 oz) lanzada a
una velocidad de 41.6 m/s (= 136 ft/s) es bateada directa-
mente hacja el lanzador a una velocidad de 61.5 m/fs
(= 202 ft/s). El bate estuvo en contacto con la bola durante
4.70 ms. Halle la fuerza promedio ejercida por el bate
sobre la bola.

Una fuerza que promedia 984 N es aplicada a una bola de
acero de 420 g que se mueve a razon dé 13.8 m/s a causa
de una colisién de 27.0 ms de duracién. Si la fuerza esta
en direccion opuesta a la velocidad inicial de la bola, halle
la velocidad final de la bola.

Una bola de 325 g a una velocidad v de 6.22 m/s golpea
una pared con un angulo de 33.0° y luego rebota con la
misma velocidad y dngulo (Fig. 25). Estd en contacto con
la pared durante 10.4 ms. (@) ;Qué impulso experimen-
t6 la bola? (b) ;Cudl fue la fuerza promedio ejercida por
la bola contra la pared?

Figura 25 Problema 9.

10. Lafigura 26 muestra una representacion aproximada de la

11.

12.

fuerza contra el tiempo durante la colision de una pelota
de tenis de 58 g contra una pared. La velocidad inicial de
la pelota es de 32 m/s perpendicular a la pared; rebota a la
misma velocidad, también perpendicular a la pared. ;Cual
eselvalorde F,,, el valor maximo de la fuerza de contacto
durante la colision?

Una sonda espacial no tripulada de 2500 kg se mueve
en linea recta a una velocidad constante de 300 m/s. Uno
de los motores de un cohete de la sonda espacial ejecuta
una combustién en la cual actia un empuje de 3000 N
durante 65.0 s. (a) ;Cual es el cambio del impetu (magni-
tud solamente) de la sonda cuando el empuje es hacia
atras, hacia adelante, o hacia un lado? (b) ;Cuil es el
cambio en la energia cinética bajo las mismas tres condi-
ciones? Supongase que la masa del combustible expulsado
sea despreciable comparada con la masa de la sonda
espacial.

Una fuerza ejerce un impulso J sobre un objeto de masa
m, cambiando su velocidad de v a u. La fuerza y el
movimiento del objeto estdn a lo largo de la misma linea

Frog - ——~———

Fuerza (N}

- O S ——

Tiempo {ms)

Figura 26 Problema 10.

13.

14.

recta. Demuestre que el trabajo efectuado por la fuerza es
de 1J(u + v).

Dos partes de un vehiculo espacial se separan al detonar
los pernos explosivos que las mantiene juntas. Las masas
de las partes son de 1200 kg y 1800 kg; la magnitud del
impulso transmitido a cada parte es de 300 N - s. ;Cual es
la velocidad relativa de retroceso de las dos partes?

Una pelota de croquet con una masa de 0.50 kg es golpeada
con un mazo, recibiendo el impulso mostrado en la grafica
(Fig. 27). ;Cual es la velocidad de la pelota justo después
de que la fuerza llega a ser cero?

.
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Figura 27 Problema 14.

15. Es bien sabido que las balas y otros proyectiles dispara-

dos contra Superman simplemente rebotan en su pecho
como se muestra en la figura 28. Supéngase que un gangs-
ter dispara contra el pecho de Superman balas de 3 g a
razon de 100 balas/min, siendo la velocidad de cada bala
de 500 m/s. Supdéngase también que las balas rebotan
directamente hacia atrds sin cambiar la velocidad. De-
muestre que la fuerza promedio ejercida por la rifaga de
balas sobte el pecho de Superman es de 5.0 N (= 18 oz)
solamente.
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Figura 28 Problema 15.

16.

17.

18.

19.

20.

Un experto en karate rompe un tablero de pino de 2.2 cm
de espesor con un golpe seco de su mano. Una fotografia
estroboscopica demuestra que la mano, cuya masa puede
considerarse como de 540 g, golpea la parte superior del
tablero con una velocidad de 9.5 m/s y llega al reposo
2.8 cm por debajo de este nivel. (a) ;Cual es la duracién
de tiempo del golpe de karate (suponiendo una fuerza
constante)? (b) ;Qué fuerza promedio fue aplicada?

Un rifle de perdigones dispara 10 perdigones de 2.14 g por
segundo con una velocidad de 483 m/s. Los perdigones
chocan contra una pared rigida. (a) Halle el impetu de cada
perdigén. (b) Halle la energia cinética de cada perdigén.
(c) Calcule la fuerza promedio ejercida por la rifaga de
perdigones sobre la pared. (d) Si cada perdigon esta en
contacto con la pared durante 1.25 ms, jcudl es la fuerza
promedio ejercida en la pared por cada perdigén mientras
esta en contacto? ;Por qué es esto tan diferente de (c)?

Durante una gran tormenta caen granizos del tamafo de
canicas de (didametro = 1.0 cm) a una velocidad de 25 m/s.
Se estima que caen 120 granizos por metro cubico de aire.
Desprecie el rebote del granizo al chocat. (a) ;Cual es la
masa de cada granizo? (b) ;Qué fuerza es ejercida por
el granizo sobre un techo plano de 10 m x 20 m durante
la tormenta? Supédngase que, siendo hielo, 1.0 cm® de
granizo tienen una masa de 0.92 g.

Supdngase que las hélices de un helicoptero empujan
verticalmente hacia abajo la columna cilindrica de aire que
batren al gitar. La masa total del helicoptero es de 1820 kg
y la longitud de las hélices es de 4.88 m. Halle la potencia
minima necesaria para mantener al helicoptero en el aire.
Supéngase que la densidad del aire es de 1.23 kg/m’.
Una cadena uniforme muy flexible de masa M y longitud
L esta suspendida de un extremo de modo que cuelga
vetticalmente, y su extremo inferior toca apenas la super-
ficie de una mesa. El extremo superior se suelta suibita-
mente de modo que la cadena cae sobre la mesay se enreda
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formando un pequeio monton, llegando cada eslabon al
reposo en el instante en que alcanza a la mesa; véase
la figura 29. Halle la fuerza ejercida por la mesa sobre la
cadena en todo momento, en funcién del peso de la cadena
que ya estd sobre la mesa en ese impetu.

Figura 29 Problema 20.

Seccion 10-4 Colisiones en una dimension

21.

Los bloques de la figura 30 se deslizan sin friccién. (a)
(Cuél es la velocidad v del bloque de 1.6 kg después de la
colisién? (b) (Es la colision elastica?

Antes de la colision

v 49 m/s

Después de la colision

Figura 30 Problemas 21y 22.

22.

23.

24.

Refiérase a la figura 30. Suponga que la velocidad inicial
del bloque de 2.4 kg se invierte; se dirige directamente
hacia el bloque de 1.6 kg. (a) ;Cual sera la velocidad v del
bloque de 1.6 kg después de la colisién? (b) ;Seria esta
colision elastica?

Un elefante furioso embiste a razén de 2.1 m/s contra una
mosca que revolotea. Suponiendo que la colisidn sea
elastica, ;a qué velocidad rebota la mosca? Notese que el
proyectil (el elefante) es mucho mas masivo que el blanco
(la mosca).

Dos esferas de titanio se aproximan una a la otra frontal-
mente a la misma velocidad y chocan elasticamente. Des-
pués de la colisién una de las esferas, cuya masa de 300 g,
permanece en reposo. ;Cual es la masa de la otra esfera?

25.

26.

27.

Una bala de 4.54 g de masa se dispara horizontalmente
contra un bloque de madera de 2.41 kg en reposo sobre
una superficie horizontal. El coeficiente de friccion cing-
tica entre el bloque y la superficie es de 0.210. La bala
llega al reposo dentro del bloque, el cual se mueve 1.83 m.
(a) ;Cuaél es la velocidad del bloque inmediatamente des-
pués de que la bala llega al reposo dentro de €1? (b) ¢ Cual
es la velocidad de la bala?

Un carrito de 342 g de masa que se mueve sobre una
pista lineal sin friccion a una velocidad inicial de 1.24 m/s
choca contra otro carrito de masa desconocida que estd en
reposo. La colision entre los carritos es elastica. Después
de la colision, el primer carrito contimia en su direccion
original a 0.636 m/s. (a) ;Cual es la masa del segundo
carrito? (b) ;Cual es su velocidad después del impacto?
Se cree que el Meteor Crater, en Arizona (véase la Fig.
31), se formd por el impacto de un meteorito con la Tierra
hace unos 20,000 afios. La masa del meteorito se calcula
que fue de 5 x 10" kg y su velocidad en 7.2 km/s. ;Qué
velocidad impattiria a la Tierra tal meteorito en una coli-
sién frontal?

Figura 31 Problema 27.

28.

29.

30.

31.

Una bala de 5.18 g que se mueve a 672 m/s golpea un
bloque de madera de 715 g que esta en teposo sobre una
superficie sin friccién. La bala sale con su velocidad redu-
cida a 428 m/s. Halle la velocidad resultante del bloque.

Un objeto de 2.0 kg de masa choca elasticamente contra
otro objeto en reposo y contintia moviéndose en la direc-
cién original pero a un cuarto de su velocidad original.
(Cudl es la masa del objeto golpeado?

En un arma de fuego antigua de retrocarga automatica el
mecanismo de recarga que esta en la parte trasera del
canodn se activa cuando el obturador, que recula después
de disparar el arma, comprime a un resorte en una distan-
cia d predeterminada. (a) Demuestre que la velocidad de
la bala de masa m debe set cuando menos d v kM/m al
disparar, para obtener la carga automatica, donde & es la
constante de fuerza del resorte y M es la masa del obtura-
dor. (b) (En qué sentido, si procede, puede considerarse
este proceso como una colision?

La cabeza de un palo de golf que se mueve a 45.0 m/s
golpea una pelota de golf (nasa = 46.0 g) que descansa

i L
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32.

sobre el tee (punto donde se coloca la pelota). La masa
efectiva de la cabeza del palo es de 220 g. (a) ;A qué
velocidad deja el tee la bola? (b) ;A qué velocidad lo
dejaria si se duplicara la masa de la cabeza del palo? ;Y
si se triplicara? ;Qué conclusiones pueden sacarse del uso
de palos pesados? Supéngase que las colisiones son per-
fectamente eldsticas y que el golfista puede manejar los
palos mas pesados a igual velocidad en el impacto. Véase
la pregunta 14.

Una bola de acero de 0.514 kg de masa estd sujeta a un
cordon de 68.7 cm de longitud del que se deja caer cuando
el cordon estd hotizontal. En el fondo de su trayecto, la bola
golpea un bloque de acero de 2.63 kg inicialmente en reposo
sobre una supetficie sin friccion (Fig. 32). La colisién es
elastica. Halle (a) la velocidad de la bola y (b) la velocidad
del bloque, ambos en el momento después de la colision. (¢)
Suponga ahora que, durante la colision, la mitad de la
energia cinética mecanica se convierte en energia interna y
en energia sénica. Halle las velocidades finales.

%
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Figura 32 Problema 32.

33.

4.

3s.

36.

Dos automoviles A y B patinan en una catretera helada
cuando tratan de detenerse en un seméforo. La masa de A
es de 1100 kg y la masa de B es de 1400 kg. El coeficiente
de friccion cinética entre las ruedas trabadas de ambos
autos y la catretera es de 0.130. El automévil A logra llegar
al reposo en el semaforo, pero el automovil B no puede
parar y choca con la parte trasera del automovil A. Después
de la colision, A llega al reposo 8.20 m adelante del
punto de impacto y B 6.10 m adelante: véase la figura 33.
Ambos conductores tenfan sus ruedas trabadas durante el
incidente. (@) A partir de las distancias en que cada auto
se movié después de la colision, halle la velocidad de cada
automovil inmediatamente después del impacto. (b) Usan-
do la conservacion del impetu halle la velocidad con la
cual el auto B golpeo al auto A. ;Sobre qué base puede
objetarse aqui el uso de la conservacion del impetu?

Un peso de 2.9 ton que cae desde una distancia de 6.5 ft
se hunde 1.5 in. en un montdn de tierra de 0.50 ton.
Suponiendo que la colision peso-montén sea completa-
mente ineldstica, halle la fuerza promedio de resistencia
ejercida por la tierra.

Un carro de carga del ferrocarril que pesa 35.0 ton choca
contra un furgon que esta estacionado. Se acoplan entre si
y el 27.0% de la energia cinética inicial se disipa como
calor, sonido, vibraciones, etc. Halle el peso del furgon.
E! parachoques de un automovil de 1220 kg esta disefiado
para que pueda absorber precisamente toda la energia
cuando el auto a 5.20 km/h choque de frente contra una
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Figura 33 Problema 33.

37.

38.

39.

40.

41.

pared sélida de piedra. El automdvil sufre una colision
cuando corre a 75.5 km/h, chocando contra la parte trasera
de un auto de 934 kg que va adelante y se mueve en la
misma direccion a 62.0 km/h. El auto de 934 kg es acele-
rado a 71.3 km/h como resultado de la colisién. (a) ;Cual
es la velocidad del auto de 1220 kg inmediatamente des-
pués del impacto? (b) ;Cudl es la razon entre la energia
cinética absorbida en la colisién y la que puede ser absor-
bida por el parachoques del auto de 1220 kg?

Un carro de carga de ferrocarril que pesa 31.8 ton y
que viaja a 5.20 ft/s logra alcanzar a otro que pesa 24.2
ton y viaja a 2.90 ft/s en la misma direccion. (a) Halle
las velocidades de los carros después de la colisién y la
pérdida de energia cinética durante la colision si los ca-
rros se acoplan entre si. (b) Si en cambio, como es proba-
ble, la colision es eldstica, halle las velocidades de los
carros después de la colision.

Una béscula de plataforma esta calibrada para indicar la
masa en kilogramos de un objeto colocado sobre ella.
Desde una altura de 3.5 m caen particulas que chocan con
el platillo de la bascula. Las colisiones son eldsticas; las
particulas rebotan hacia arriba a la misma velocidad que
tenian antes de chocar con el platillo. Cada particula tiene
una masa de 110 g y las colisiones ocurren a 42 s”'. Halle
la lectura de la escala.

Se coloca una caja sobre una bdscula que esta ajustada
para que marque cero cuando la caja estd vacia. Mas tarde
se vierte en la caja un montdn de canicas desde una altura
h desde el fondo de la caja a razén de R (canicas por
segundo). Cada canica tiene una masa m. Las colisiones
entre las canicas y la caja son completamente inelasticas.
Halle la lectura que la bascula da del peso en el tiempo ¢
después de que las canicas comiencen a llenar la caja.
Encuentre una respuesta numérica cuando R = 115 s™,
h=962m,m=4.60g,yt=6.50s.

Una bola de masa m se proyecta a una velocidad v, en el
canon de una pistola de resorte de masa M inicialmente
en reposo sobre una supetficie sin friccion; véase la figu-
ra 34. La bola se pega en el caiion en el punto de maxima
compresion del resorte. No se pierde energia por la fric-
cion. (a) ;Cual es la velocidad de la pistola de resorte
después de que la bola llega al reposo dentro del canon?
() (Qué fraccion de la energia cinética inicial de la bola
se almacena en el resorte?

Un bloque de masa m, = 1.88 kg se desliza a lo largo de
una mesa sin friccién a una velocidad de 10.3 m/s. Direc-
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Figura 34 Problema 40.

tamente enfrente de él, y moviéndose en la misma ditec-
cion, estd un bloque de masa m, = 4.92 kg que se mueve
a razon de 3.27 m/s. Un resorte carente de masa con una
fuerza constante de k = 11.2 Njcm estd unido a la parte
posterior de m,, como se muestra en la figura 35. Cuando
los bloques chocan, jcual es la méxima compresion del
resorte? (Sugerencia: En el momento de compresién ma-
xima del resorte, los dos bloques se mueven como uno
solo; halle la velocidad observando que la colisidn es
completamente ineldstica en este punto.)

Figura 35 Problema 41.

42. Se colocan dos trineos de 22.7 kg separados por una

distancia pequefa, uno atrds del otro, como se muestra en
la figura 36. Un gato de 3.63 kg que est4 en uno de los
trineos brinca al otro e inmediatamente se regresa al
primero. Ambos brincos se efectian a una velocidad de
3.05 m/s respecto al trineo donde el gato estaba en reposo
cuando se efectud el brinco. Halle las velocidades finales
de los dos trineos.

7:%

Figura 36 Problema 42.

43. Un electrén, de masa m, choca de frente con un atomo, de

4.

masa M, inicialmente en reposo. Como resultado de la
colision, una cantidad caracteristica de energia E se alma-
cena dentro del 4tomo. ;Cual es la velocidad inicial mini-
ma v, que el electron debera tener? (Sugerencia: Los
principios de conservacion conducen a una ecuacién cua-
dritica para la velocidad final v del electrén y a una
ecuacion cuadratica pata la velocidad final V del dtomo.
El valor minimo v, se deduce del requetimiento de queel
radical de las soluciones para vy Vsea real.)

Las dos esferas de la derecha en la figura 37 estdn ligera-
mente separadas e inicialmente en reposo; la esfera de la
izquierda choca contra la otra a una velocidad V,- Supo-

Figura 37 Problemas 44 y 45.

45.

niendo colisiones eldsticas de frente, (a) si M < m, de-
muestre que existen dos colisiones y halle todas las velo-
cidades finales; (b) Si M > m, demuestre que existen
tres colisiones y halle todas las velocidades finales.
Consideremos una situacién como la del problema ante-
tior (Fig. 37), pero en la cual las colisiones puedan ser
ahora todas elasticas, todas ineldsticas, o algunas elasticas
y otras ineldsticas; también, las masas son ahota m, m,y
M. Demuestre que para transfetir de m a M la maxima
energia cinética, el cuerpo intermedio deberia tener una
masa m’ = mM, esto es, la media geométrica de las masas
adyacentes. (Es intetesante observar que esta misma rela-
cion existe entre las masas de capas sucesivas de aire en
la bocina exponencial en acustica. (Véase “Energy Trans-
fer in One-Dimensional Collisions of Many Objets”, por
John B. Hart y Robert B. Hetrmann, American Journal of
Physics, enero de 1968, pag. 46).

Seccion 10-5 Colisiones bidimensionales

46.

47.

48.

49.

50.

Dos vehiculos A y B viajan al oeste y al sur, respectiva-
mente, hacia la misma interseccién donde chocan y se
traban entre si. Antes de la colision, 4 (con un peso de
2720 1b) se mueve a una velocidad de 38.5 mi/h y B (con
un peso de 3640 Ib) tiene una velocidad de 58.0 mi/h. Halle
la magnitud y la direccicn de la velocidad de los vehiculos
(trabados) inmediatamente después de la colision.

Dos objetos, 4 y B, chocan. A tiene una masa de 2.0 kg, y
Buna masa de 3.0 kg. Las velocidades antes de la colisién
son v, = 15i + 30j y v,; = ~10i + 5.0j. Después de la
colisién, v, = -6.0i + 30j. Todas las velocidades estin
dadas en metros por segundo. (@) ;Cual es la velocidad
final de B? (b) ;Cuénta energia cinética se gano o se perdio
en la colision?

Una particula alfa choca con un micleo de oxigeno, ini-
cialmente en reposo. La particula alfa se desvia en un
angulo de 64.0° respecto a su direccion inicial de movi-
miento y el micleo de oxigeno recula formando un angulo
de 51.0° por debajo de su direccién inicial. La velocidad
final del niicleo es de 1.20  10° m/s. ;Cual es la velocidad
final de la particula alfa? (La masa de una particula alfa
es de 4.00 u y la masa de un micleo de oxigeno es de
16.0u.)

Demuestre que un neutrén lento (llamado neutrdn térmi-
co) que se dispersa en 90° en una colisién eldstica con un
deuterén, inicialmente en reposo, cede dos tercios de su
energia cinética inicial al deuterén. (La masa de un neu-
trén es de 1.01 u; la masa de un deuterdn es de 2.01 u.)
Después de una colisién totalmente inelastica, se encuen-
tra que dos objetos de la misma masa y velocidad inicial
se mueven juntos a la mitad de su velocidad inicial. Halle
el dngulo entre las velocidades iniciales de los objetos.

51.

52.

53.

54.

Un prot6n (masa atémica de 1.01 u) con una velocidad de
518 m/s choca elasticamente con otro proton en reposo.
El protén original se dispersa a 64.0° de su direccién
inicial. (a) ;Cudl es la direccion de 1a velocidad del proton
blanco después de la colision? (b) ;Cuadles son las veloci-
dades de los dos protones después de la colision?

Dos bolas A y B, que tienen masas diferentes pero desco-
nocidas, chocan. A estd inicialmente en reposo y B tiene
una velocidad v. Después de la colision. B tiene una
velocidad de vf2 y se mueve en un angulo recto con su
movimiento original. (@) Halle la direccion en que se
mueve la bola A después de la colision. (b) jPuede usted
determinar la velocidad de A a partir de la informacién
dada? Explique.

En un juego de billar, se le da a una bola una velocidad
inicial V'y choca contra el montén de las 15 bolas estacio-
narias. Las 16 bolas sufren luego numerosas colisiones entre
una y otra y entre ellas y la banda. Un tiempo después se
observa que (por alguna casualidad) todas las bolas tienen
la misma velocidad v. Suponiendo que todas las colisiones
sean eldsticas y despreciando el aspecto rotatorio del movi-
miento de las bolas, calcule v en funcién de V.

Dos péndulos, de longitud L cada uno, estan inicialmente
situados como se muestra en la figura 38. El primer
péndulo se suelta desde una altura d y golpea al segundo.
Suponga que la colision es completamente inelastica y
despréciese la masa de los cordones y cualesquier efectos
de friccion. ;A qué altura se eleva el centro de masa
después de la colision?

Figura 38 Problema 54.

55.

56.

Una barcaza de 1.50 x 10° kg de masa navega tio abajo a
6.20 m/s envuelta en niebla densa cuando choca de costa-
do contra otra barcaza que avanza en linea reacta cruzando
el rio; véase la figura 39. La segunda barcaza tiene una
masa de 2.78 x 10° kg y avanzaba a 4.30 m/s. Inmedia-
tamente después del impacto, la segunda barcaza sufre una
desviacion de 18.0° en la direccién de la corriente y su
velocidad aumenta a 5.10 m/s. La corriente del rio era
practicamente nula en el momento del accidente. (@) ;Cua-
les son la velocidad y la direccién del movimiento de la
primera barcaza inmediatamente después de la colisién?
(b) Cuanta energia cinética se perdi6 en la colision?

Una bola a una velocidad inicial de 10.0 m/s choca elds-
ticamente con dos bolas idénticas cuyos centros estan en
una linea perpendicular a la velocidad inicial e inicialmen-
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Figura 39 Problema 55.

te en contacto entre si (Fig. 40). La primera bola se dirige
directamente al punto de contacto y todas las bolas carecen
de friccion. Halle las velocidades de las tres bolas después
de la colisién. (Sugerencia: En ausencia de friccién, cada
impulso se dirige a lo largo de 1a linea de los centros de
las bolas, normal a las superficies que chocan.)

1

2
9" 8
3

Figura 40 Problema 56.

57.

58.

En un juego de billar, el mingo golpea contra otra bola que
inicialmente estd en reposo. Después de la colisidn, el
mingo se mueve a razén de 3.50 m/s a lo largo de una linea
que forma un angulo de 65.0° con su direccion de movi-
miento original. La segunda bola adquiete una velocidad
de 6.75 m/s. Usando la conservacion del impetu, halle (a)
el angulo entre la direccion del movimiento de la segunda
bola y la direccion original del movimiento del mingo y
(b) la velocidad original del mingo.

En 1932 James Chadwick, en Inglaterra, demostro la
existencia y propiedades del neutron (una de las particulas
fundamentales que forman el atomo) con el aparato que se
muestra en la figura 41. En una camara al vacio, una
muestra de polonio radiactivo se desintegra produciendo
particulas alfa (micleos de helio). Estos niicleos chocan
contra un bloque de berilo, induciendo un proceso por el
cual se emiten neutrones. (En la reaccion se combinan
el He y el Be para formar carbono + neutrones estables.)
Los neutrones chocan contra una capa delgada de parafina
(CH,), liberando nucleos de hidrégeno que son detectados
en una camara de ionizacion. En otras palabras, ocutre una
colision elastica en la que el impetu del neutrén se trans-
fiere parcialmente al nicleo de hidrdgeno. (a) Halle una
expresion para la velocidad méxima v, que puede alcan-
zar el nicleo de hidrégeno (de masa ). Asignemos a
los neutrones entrantes una masa n, y una velocidad v,.
(Sugerencia: ;Se transferirad mas energia en una colision
frontal o en una colision oblicua?). (5) Una de las metas -
de Chadwick consistia en hallar la masa de su nueva
particula. La inspeccion de la expresion (a), que contiene
este parametro, sin embargo, muestra que estan presentes
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las dos incégnitas, v, y m, (v, se conoce; puede medirse
con la camara de ionizacion). Para eliminar a la incognita
v,, €l sustituyo a la parafina con un bloque de paraciané-
geno (CN). Los neutrones sufrieron entonces colisiones
elasticas con los micleos de nitrégeno en lugar de los
micleos de hidrégeno. Por supuesto, la expresion (a) se
cumple todavia si vy se escribe para v, y my se escribe
para i1, Por lo tanto, si v, y v, se miden en experimentos
por separado, vy, puede ser eliminada entre las dos expre-
siones para el hidrégeno y el nitrégeno y dar un valor para
m,. Los valores de Chadwick fueron

vy = 3.3 X 10° cmy/s,
on = 0.47 X 10° cm/s.
(Cual es su valor para m? ;Cémo se compara éste con

el valor admitido m, = 1.00867 u? (Haga que m,, = 1.0 u,
my =14 u).

Ala bomba

Fuente de ntcleos H

Particulas alfa

Fuente de neutrones de berilo

Fuente de particulas alfa de polonio de ionizacion

Figura 41 Problema 58.

59.

Demuestre que, en el caso de una colision eldstica entre
una patticula de masa m, con una particula de masa m,
inicialmente en reposo, (@) el angulo maximo 6, a través
del cual puede ser desviada m, por la colisién, esta dado
por cos® 6, = 1 - m¥fm}, de modo que 0 < 6, <n/2, cuando
m, > ny; (b) 6, + 6, = 7f2, cuando m, = m,; (c) 6, puede
tener todos los valores entre 0 y 7, cuando m, < m,.

Seccion 10-6 Marco de referencia del centro de masa

60.

61.

(a) Demuestre que en una colision eldstica unidimensional
la velocidad del centro de masa de dos particulas, m, que
se mueve a velocidad inicial v,; y m, que se mueve a una
velocidad inicial v, es

m, m,
Vom =\ —/—— v + | —————u,.
c (ml + mz) . (ml + mz) Vi

(b) Usense las ecuaciones 15y 16 para U, Y U, es decir, las
velocidades de las particulas después de la colision, para
derivar el mismo resultado para v, después de 1a colision.

En el laboratorio, una particula de 3.16 kg de masa que se
mueve arazon de 15.6 m/s hacia la izquierda colisiona con
una particula de 2.84 kg de masa que se mueve 12.2 m/s
hacia la derecha. Halle la velocidad del centro de masa del
sistema de dos particulas después de la colisidn.

62.

Una particula de masa m, que se mueve a una velocidad v,
choca de frente con m,, inicialmente en reposo, en una co-
lision perfectamente ineldstica. (@) ;Cual es la energia ciné-
tica del sistema antes de la colision? (b) (Cudl es la energia
cinética del sistema después de la colision? (¢) ;Qué frac-
cion de la energia cinética original se perdio? (d) Seav_, 1a
velocidad del centro de masa del sistema. Véase la colision
desde un marco de referencia preparado que se mueva con
el centro de masa de modo que v}, = vy - v, vy = -v_,.
Repitanse las partes (a), (b) y (¢), como las ve un observador
situado en este marco de referencia. ;Se pierde la misma
cantidad de energia cinética en cada caso? Explique.

Seccion 10-7 Procesos de desintegracién espontdinea

63.

65.

66.

Una particula llamada L, en reposo en cierto marco de
referencia, se desintegra espontineamente en dos particu-
las distintas de acuerdo con

3 —rn +n
Las masas son
ms = 2340.5m,,
m, = 273.2m,,
m, = 1838.65m.,

donde m, es la masa del electrén. (a) Halle la energia
cinética total de los productos de la desintegracion. (b)
(Cuanta energia cinética obtiene cada producto de la
desintegracion?
Una particula de masa m en reposo se desintegra esponta-
neamente en dos particulas de masa m, y m, con velocida-
des respectivas v, y v,. Demuestre que m > m, + m,.
Cierto micleo, en reposo, se desintegta espontdneamente en
tres particulas. Dos de ellas son detectadas; sus masas y
velocidades son las que se muestran en la figura 42. (a)
(Cudl es el impetu de la tercera particula, de la cual se sabe
que tiene una masa de 11.7 x 107 kg? () (Cudnta energia
cinética,en MeV, se genera en el proceso de desintegtacion?
Un pion en reposo se desintegra espontianeamente de
acuerdo con el esquema

n—=>uty,

en el que y representa a un muon (energia en reposo
=105.7 MeV) y v a un neuttino (energia en reposo = 0).
La energia cinética medida del mudn es de 4.100 MeV.

16.7 x 107 kg

6.22 x 10 m/s

8.35 x 107 kg

7.85 x 108 m/s

Figura 42 Problema 65.

(a) Halle el impetu del neutrino, en unidades MeV/c. (b)
Calcule la energia de reposo del pion.

Proyecto para la computadora

67. Escribaun programa que describa la colision elastica entre
dos particulas de masas m, y m, y velocidades iniciales v,
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y v,. El programa debera aceptar valores numéricos de
estas cuatro cantidades como datos de entrada y dar resul-
tados con valores numéricos de las velocidades finales, v,
Y Uy, y de v, la velocidad del centro de masa. Use el
programa para explorar todos los casos especiales que a
usted se le ocurran, tales como m, = m,, m, >m,, m, <m,,
Uy P 0y, Uy = Uy, U = -0y,
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CAPITULO 11

CINEMATICA
DE LA ROTACION

Hasta aqui hemos estudiado solamente el movimiento de traslacion de los objetos. Ast, hemos
considerado tanto los cuerpos rigidos (en los que todas sus partes estdn fijas unas entre si)
como los sistemas no rigidos (cuyas partes pueden moverse unas con relacion a las otras).

El movimiento mds general de un cuerpo rigido comprende tanto los movimientos de rotacién
como los de traslacion. En el presente capitulo comenzaremos a considerar este movimiento
general. Iniciaremos con la descripcion de la rotacion con sus variables apropiadas, relacio-
ndndolas entre st; esto pertenece al dmbito de la cinemitica de la rotacion, que es el tema
de este capitulo. En los dos capitulos siguientes estudiaremos las relaciones del movimiento de
rotacion con la interaccion de un objeto y su entorno (dindmica de la rotacién).

11-1 MOVIMIENTO DE ROTACION

La figura 1 muestra una bicicleta de ejercicio fija. El eje
de la rueda frontal al girar estd fijo en el espacio; asi,
definiremos como 7 al eje de nuestro sistema de coorde-
nadas. Un punto arbitrario P de la rueda est4 a una distan-
cia r perpendicular al punto A en el eje z. Tracemos la linea
AB de modo que pase por P desde A. El movimiento del
punto P traza un arco de circulo cuando gira la rueda. No
lo hace necesariamente a velocidad constante, pues quien

practica el ejercicio puede cambiar el ritmo al que esta
pedaleando.

El movimiento de la rueda es un ejemplo de la rota-
cion pura de un cuerpo rigido, que definiremos como
sigue:

Un cuerpo rigido se mueve en rotacion pura si cada
punto del cuerpo (como P en la Fig. 1) se mueve en
trayectoria circular. Los centros de estos circulos de-
ben estar sobre una linea recta comiin llamada eje de
rotacion (el eje 7 de la Fig. 1).

Figura 1 (a) Larueda de una bicicleta de ejercicio fija es un ejemplo de la
rotacion pura de un cuerpo rigido. (b) Coordenadas utilizadas para describir
la rotacién de la rueda. El eje de rotacién, que es perpendicular al plano de la
figura, es el eje z. Un punto arbitrario P situado a la distancia r del eje A se
mueve en un circulo de radio r.
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y

Linea de
referencia

Figura2 Un cuerpo rigido arbitrario
con ambos movimientos de rotacién y
de traslacién. En este caso
bidimensional especial, el movimiento
de traslacién se halla confinado al
plano xy. La linea punteada muestra la
trayectoria en el plano xy que
cotresponde al movimiento de
traslacion del eje de rotacién, que es
paralelo al eje z a través del punto A. E]
movimiento de rotacion esta indicado
por la linea AP.

Podemos también caracterizar el movimiento de Ia rue-
da por la linea de referencia AB en la figura 1. Al girar la
rueda, la linea AB se mueve a través de un cierto angulo
en el plano xy. Otra manera de definir la rotacién pura es
la siguiente:

Un cuerpo rigido se mueve en rotacion pura si una
linea de referencia perpendicular al eje (como AB en la
Fig. 1) se mueve a través del mismo dngulo en un
intervalo de tiempo dado como cualquier otra linea de
referencia perpendicular al eje del cuerpo.

En el caso de una rueda de bicicleta ordinaria, la linea AB
podria representar uno de los rayos (tomado como radial)
de la rueda. La definici6n anterior significa entonces que,
para una rueda en rotacioén pura, si unrayo gira en un cierto
angulo Agen el intervalo de tiempo At, entonces cualquier
otro rayo deberd también girar a través de A¢ durante ese
mismo intervalo.

El movimiento general de un objeto rigido incluir4
componentes de traslacién y de rotacion, como, por ejem-
plo, en el caso de una rueda de bicicleta mévil. El punto P
en tal rueda se mueve en circulo de acuerdo con un
observador en el mismo marco de referencia que la rueda
(el corredor, por ejemplo); pero otro observador fijo en
el suelo describiria el movimiento de manera diferente.
En casos aun mds complejos, como el de una pelota de
futbol que vuele bamboleandose, podemos tener una com-
binacion de un movimiento de traslacién, un movimiento
de rotacion con respecto a un eje, y una variacién en la
direccion del eje. En general, la descripcién tridimensio-
nal de un cuerpo rigido requiere de seis coordenadas; tres
para ubicar el centro de masa, dos dngulos (como la latitud
y la longitud) para orientar el eje de rotacién, y un angulo
para describir las rotaciones alrededor del eje. La figura 2
muestra un cuerpo rigido bidimensional arbitrario que
experimenta movimientos de rotacién y de traslacién. En
este caso solo se necesitan tres coordenadas: dos para el
centro de masa y una para la coordenada angular de una
linea de referencia en el cuerpo.

En el presente capitulo consideramos unicamente el
movimiento de rotacién pura. (En el capitulo siguiente se
estudiard el caso mas complicado de la rotacion y la
traslacion combinadas.) Asi, consideramos sélo objetos
rigidos, en los que no existe movimiento relativo de las
partes al girar el objeto; por lo tanto, el caso de un liquido
dentro de un recipiente en rotacién, por ejemplo, no lo
estudiaremos ahora.

11-2 LASVARIABLES
____DELAROTACION

La figura 3a muestra un cuerpo de forma arbitraria que
gira con respecto al eje z. Podemos decir exactamente del
cuerpo completo en rotacion dénde se encuentra éste
dentro de nuestro marco de referencia, si conocemos la
ubicacion de un solo punto P del cuerpo en este marco.
Asi, para la cinemdtica de este problema, necesitamos
considerar solamente el movimiento (bidimensional) de
un punto situado en el circulo de radio r igual a la distancia
perpendicular desde P hasta el punto 4 sobre el eje z. La
figura 366 muestra una seccién del cuerpo paralela al
plano xy que incluye al punto P.

El dngulo ¢ en la figura 3b es la posicién angular de la
linea de referencia AP con respecto al eje x'. Arbitrariamente
elegimos como sentido positivo de la rotacion el contrario
al de las manecillas del reloj, de modo que (en la Fig. 3b) ¢
aumenta para una rotacién en sentido antihorario y disminu-
ye para una rotacién en el sentido de las manecillas, de
acuerdo con un observador que esté mas alejado a lo largo
del eje positivo z que el objeto en rotacién.

Es conveniente medir ¢ en radianes en lugar de medirlo
en grados. Por definicién ¢ est dado en radianes (rad) por
la relacion

b =s/r, 1)

donde s es la longitud de arco que se muestra en la
figura 3b.

Q)]

Figura3 (a) Un cuerpo rigido atbitrario que gira en torpo
al eje z. (b) Corte de cuerpo en seccion uan§versal. Los ejes
X'y y' son paralelos a los ejes x y ¥, respegtlvamente, pero
pasan pot el punto A. La linea de refcrencm’AP, que une un
punto P del cuerpo con el eje, estd ubicada instantdneamente
a un angulo ¢ con respecto al eje x". El punto P se mueve a
través de una longitud de arco s cuando la linea AP gira a

través del angulo ¢.

El radian, por ser la razén de dos longitudes, es un
nimero puro y no tiene dimensiones. Puede, por lo.tanto,
incluirse en las unidades que corrspoden a las cantidades
fisicas, o puede despreciarse, segun nos convenga..

Puesto que la circunferencia de un circulo c}e radio r es
2 nr, de la ecuacion 1 se deduce que una particula que se
mueva en un arco de longitud igual a la circunferencia
debe barrer un dngulo de 2 7 radianes. Asi,

1 revolucién = 2z radianes = 360°,

O sea

1 radian = 57.3° = 0.159 revoluciones.

Hagamos que el cuerpo de la figura 3b gire en sentido
contrario a las manecillas del reloj. En el tiempo 7, la
posicién angular de la linea AP es ¢;, y en un tiempo ¢,
més tarde su posicion angular es ¢,. Esto se muestfa en la
figura 4, la cual da las posiciones de Py de la linea de
referencia en estos tiempos; por simplificacion, hemos
omitido el croquis del propio cuerpo.

El desplazamiento angular de Psera ¢,- ¢, = A durfante
el intervalo de tiempo 2, - 7, = At. Definimos a l.a velocidad
angular promedio ® de la particula P en este intervalo de

tiempo asi:

d)z — ¢1 _ Ad’ Q)

a)_=__——___

tL,—t At
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Patt,

r A9
02 Patty

[
A ]

r

Figura 4 La linea de referencia AP de la figura 3b esta en la
coordenada angular ¢, en el tiempo ¢, y en la coordenada
angular ¢, en el tiempo 7,. En el intervalo de tiempo

Af =, - 1,, el desplazamiento angular neto es A¢ = ¢, - ¢,.

La velocidad angular instantdnea w es el limite alcan-
zado por esta razén cuando At tiende a cero:

A
©= Al

O sea

dé 3)

dr’

Para un cuerpo rigido en rotacién pura, todas l.a’s lir}eas
fijas en él que sean perpendiculares al eje de rotacion giran
a través del mismo dngulo en el mismo tiempo, de modo
que la velocidad angular o alrededor de este eje es la
misma para cada punto del cuerpo. Entonces w es carac-
terisica del cuerpo como un todo. La velocidad angular
tiene las dimensiones de un tiempo inverso (T'); sus
unidades pueden ser radianes/segundo (rad/s) o revolu-
ciones/segundo (rev/s).

Si la velocidad angular de P no es constante, entonces
el punto tiene una aceleracién angular. Sezfn 0,y o, las
velocidades angulares instantineas en los tiempos #, y &,
respectivamente; entonces, la aceleracion angular pro-
medio @ del punto P se define como

__oy— o b0 )
@ t2_tl At

La aceleracion angular instantdnea es el limite de esta
razén cuando Af tiende a cero:

i A0
a_A}—n}o At
o sea
_dw 5)
o= dt .

Puesto que  es la misma para todos los puntos de un
cuerpo rigido, se deduce de la ecuacién 5 que « debe ser
la misma para cada punto, y entonces o, coOmo @, es gx}a
caracteristica del cuerpo como un todo. La aceleracion
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angular tiene las dimensiones de un tiempo inverso al
cuadrado (T?); sus unidades pueden ser radianes/segun-
do? (rad/s2) o revoluciones/segundo? ( rev/s?).

En vez de la rotacién de un cuerpo rigido, podiamos
haber considerado el movimiento de una particula aislada
en una trayectoria circular. Esto es, P en la figura 4 puede
representar a una particula de masa m, obligada a moverse
en un circulo de radio r (quizas sostenida por una barra
rigida carente de masa de longitud r pivotada en el eje z).
Todos los resultados derivados en esta seccidn son vali-
dos ya sea que veamos a P como un punto matematico o
como una particula fisica; podriamos, por ejemplo, refe-
rirnos a la velocidad angular o a la aceleracion angular de
la particula P mientras gira en torno al eje z. Més adelante
hallaremos 1itil ver al cuerpo rigido en rotacién de la
figura 3 como un conjunto de particulas, cada una de
las cuales estd girando con respecto al eje a la misma
velocidad angular y a la misma aceleracién angular.

La rotacion de una particula (o de un cuerpo rigido) con
respecto a un eje fijo tiene una correspondencia formal
con el movimiento de traslacién de una particula (o de un
cuerpo rigido) a lo largo de una direccién fija. Las varia-
bles cinematicas son ¢, w, y aen el primer caso y x, v, y
a en el segundo. Estas cantidades se corresponden en
pares: pax, wa v,y aa a. Nétese que las cantidades
angulares difieren dimensionalmente de las cantidades li-
neales correspondientes por un factor de longitud. Nétese,
ademds, que las seis cantidades pueden ser tratadas como
escalares en este caso especial. Por ejemplo, una particula
en cualquier instante puede moverse en una direccién o en
otra a lo largo de su trayectoria en linea recta, correspon-
diendo a un valor de v positivo o negativo; del mismo
modo, una particula en cualquier instante puede girar en
una direccion o en otra con respecto a su eje fijo, corre-
pondiendo a un valor de w positivo o negativo.

Cuando, en el movimiento de traslacion, eliminamos la
testriccion de que el movimiento sea a lo largo de una
linea recta y consideramos el caso general del movimiento
en tres dimensiones a lo largo de una trayectoria curva,
las variables escalares x, U, y a deben ser reemplazadas
por los vectores cinematicos r, v, y a. En la seccion 114
veremos hasta qué punto las variables cinematicas de
rotacion se revelan como auténticos vectores cuando eli-
minamos la restriccion de un eje de rotacion fijo.

11-3 ROTACION CON ACELERACION
ANGULAR CONSTANTE

Hemos visto (en el capitulo 2) que, para el movimiento de
traslacion de una particula o de un cuerporigido alo largo
de una direccién fija, como el eje x, el tipo de movimiento
mas sencillo es aquel en el cual la aceleracidn g es cero.
El siguiente tipo més sencillo corresponde a @ = una

constante (distinta de cero); para este movimiento deriva-
mos las ecuaciones de la tabla 2 del capitulo 2, que
relacionan las variables cinematicas X, U, a,y ten todag
las combinaciones posibles.

Para el movimiento de rotacién de una particula o de un
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo, el tipo de movi-
miento més sencillo es aquel en el que la aceleracién
angular a es cero (como el movimiento circular unifor-
me). El siguiente tipo mds sencillo de movimiento, en e]
que « = una constante (distinta de cero), corresponde
exactamente al movimiento lineal con a = una constante
(distinta de cero). Como antes, podemos derivar cinco
ecuaciones que enlacen a las cuatro variables cinematicas
#, @, @, y t en todas las combinaciones posibles. Estas
ecuaciones angulares pueden ser derivadas, mediante los
métodos que empleamos para derivar las ecuaciones li-
neales, o pueden escribirse simplente, sustituyendo las
cantidades angulares correspondientes por la cantidades
lineales en las ecuaciones lineales.

Como ejemplo, derivemos la expresién que enlaza a o,
@, y t. Comenzaremos por reescribir la ecuacién 5 como

do = « dt.

Integramos ahora el lado izquierdo desde o, (1a velocidad
angular en el tiempo ¢ = 0) hasta w (la velocidad angular
en el tiempo 7), y a la derecha desde el tiempo O hasta el

tiempo ¢
w t t
f dw=fadt=afdt,
Wo 0 0

donde el 1ltimo paso puede ser considerado solamente
cuando la aceleracion angular « es constante. Llevando a
cabo la integracidn, obtenemos

w— Wy = at,
o sea
W = wy+ at. (6)

Esto es el anilogo de rotacion de la ecuacion 15 del
capitulo 2, v = v, + at. Nétese que podriamos obtener la
expresion de rotacién sustituyendo a w por vy a a pora
en la expresion de la traslacion.

Por medio de tales derivaciones, podemos hallar cinco
expresiones basicas de la cinemética de la rotacién con
una aceleracion angular constante, que se listan en la ta-
bla 1 junto con sus contrapartes de la traslacion. La ecua-
cion 7 puede derivarse escribiendo la ec. 3 como do=owdt
e integrando. Las ecuaciones 8, 9, y 10 pueden derivarse
eliminando, respectivamente, a t, a, y w,de las ecuacio-
nes 6 y 7 (que pueden ser consideradas como las dos
ecuaciones basicas, porque se derivan de las definiciones
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TABLA1 MOVIMIENTO CON ACELERACION LINEAL O ANGULAR CONSTANTE

Niimero de la ecuacién Movimiento de traslacion Movimiento de rotacién

Niimero de la ecuacion

(capitulo 2) (direccidn fija) (eje fijo) (este capfltulo)
(15) v=1,+at w= @, + at ) 6)
(19 x =X+ vl + 4at? & =y + wot + taut %)
(20) =03+ 2ax—x)) @ = wj+2a(d— o) (8)
v+ v _ wyt o 9
(1) x=x+ 02 t b=+ 5 ! )
(22) x=Xxo+ vt —iaf? b=, + ot — Jar? (10)

de la aceleracion angular y de la velocidad angular). I.Jsted
podria comprobar dimensionalmente todas las ecuaciones
antes de verificarlas. Ambos grupos de ecuaciones se
aplican tanto para particulas como para cuerpos rigidos.
El sentido positivo de las cantidades angulares @ y ase
halla determinado por la direccién en la cl..l?l ¢ crece. A
partir de la ecuacion 3, vemos que  es positiva si ¢ crece
con el tiempo (esto es, el objeto estd girando en direccion
contraria a las manecillas del reloj). De igual forma, a
partir de la ecucaién 5, vemos que o es positiva si w crece
con el tiempo, aun si w es negativa y se torna menos ne-
gativa. Estas convenciones son similares a.las convencio-
nes de signo correspondientes para las cantidades lineales.

Solucién (a) Dadas w, = 8.6 rad/s y = 192 s, buscamos a'y,
por lo tanto, utilizamos la ecuacion 6 (o = @, + af), o sea

_w—wo_0—8.6rad/s=_0045rad 52,
N T ) /

(b) Segin la ecuacién 9 de la tabla 1 tenemos que

¢=¢0+wo;-wt___o+8.6ra<;l/s+0(1928)

= 826 rad = 131 rev.

Problema muestra 1 Partiendo desde el 1eposo en el tiempo
t = 0, una piedra abrasiva tiene una aceleracion an_gular cons-
tante o de 3.2 rad/s>. En ¢ = 0 la linea de refqrencm AB de la
figura 5 es horizontal. Halle (a) el desplazamwn?o angular de
la linea AB (y por lo tanto de la piedra abraswa}) y ) la
velocidad angular de la piedra abrasiva 2.7 s después.

Solucién (a) ay t estdn dadas; deseamos hallar ¢. De aqui que
utilicemos la ecuacion 7 (véase la tabla 1):

¢ = ¢0 + Cl)ot + i‘atz.
En =0, tenemos que ¢, = 0, @ = ®,, y & = 3.2 rad/s*. Por lo
tanto, después de 2.7 s,
& =0+ (0)2.7 s) + 4(3.2 rad/s?}2.7 s)?
=11.7 rad = 1.9 rev.

(b) a y t estan dadas; deseamos hallar w. Por lo tanto,
usaremos la ecuacion 6:

w=w,+at=0+ (3.2 rad/s*}2.7 s)
= 8.6 rad/s = 1.4 rev/s.

Problemamuestra2 Supongamos que la potencia que mueve
a la rueda abrasiva del problema muestra 1 es desconectada
cuando la tueda estd girando a una velocidad angular de 8.6
rad/s. Una pequeiia fuerza de friccion en la flecha causa una
deceleracién angular constante, y la rueda llega flr}e’llmente al
reposo en un tiempo de 192 s. Halle (a) la acelejr'aclon angular
y (b) el angulo total girado durante la deceleracién.

El desplazamiento lineal, la velocidad y la aceleracion son
vectores. Las cantidades angulares correspondientes pue-
den ser también vectores, ya que ademas de su magni-
tud debemos especificar también su direccion, es decir, la
direccion del eje de rotacion en el espacio. Puesto que
hemos considerado la rotacion sélo en torno a un eje
fijo, hemos podido tratar a ¢, w, y a como cantidades
escalares. Si cambia la direccidn del eje, sin embargo, ya
no podemos eludir la pregunta, “;son vectores las canti-
dades de rotacion?”

En la seccion 3-2 aprendimos que, para representar a
un vector, una cantidad fisica no debe tener solamente mag-
nitud y direccidn, sino que debe obedecer también a las
leyes de la suma vectorial. Sélo experimentalmente pode-
mos discernir si una cantidad fisica obedece a estas leyes.

tiede |
- .(oiadb“

Linea de
Tefer, enciy

Figura 5 Problema muestra 1. La linea de referencia AB es
horizontal en ¢ = 0 y gira con la piedra abrasiva.
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91 + ¢2

9z + 91

Figura 6 (a) Al libro se le dan dos giros de 90°, ¢, alrededor de un eje que forma un
angulo recto con la pagina y ¢, alrededor de un eje en la pdgina sefialada con
norte-sur. Como se muestra, la orientacion final depende del orden en que efectuemos
estos giros. Asi, el resultado de la operacion ¢, + ¢, difiere del de ¢, + ¢,. (b) En giros
de 45°, 1a diferencia entre las orientaciones finales es mds pequefia de lo que era en el
caso del giro de 90°. (¢) En giros de 20°, las orientaciones finales son casi idénticas.
Las orientaciones finales seran mas parecidas al volverse mas pequeiios los angulos

&Y ¢

Veamos primero el desplazamiento angular ¢. La mag-
nitud del desplazamiento angular de un cuerpo es el
angulo al cual gira el cuerpo. Sin embargo, los desplaza-
mientos angulares no son vectores porque no se suman
como vectores. Por ejemplo, demos dos rotaciones suce-
sivas ¢, y ¢, a un libro que inicialmente esta en un plano
horizontal (Fig. 6). Sea ¢, una rotacién a 90° en sentido
de las manecillas del reloj en torno al eje vertical que pasa
por el centro del libro visto éste desde arriba. Sea ¢, un
giro de 90° en sentido de las manecillas del reloj alrede-

dor de un eje norte-sur que pasa por el centro del libro
segiin lo vemos mirando al norte. En un caso, apliquemos
la operacién ¢, primero, y luego ¢,. En el otro caso,
apliquemos primero la operacion ¢, y luego ¢,. Conviene
que usted haga la prueba. Ahora, si los desplazamientos
angulares son cantidades vectoriales, deben sumarse co-
mo vectores. En particular, deben obedecer a la ley aso-
ciativa de la suma de vectores, A + B=B + A, que nos
dice que el orden en que sumemos a los vectores no afecta
su suma. Como se indica en la figura 6a, esta ley no tiene

N\

@ B ®)

validez para desplazamientos angulares finitos, y enton-
ces ¢, + ¢, * ¢, + ¢, donde ¢, ¥ ¢, significan las
operaciones mostradas en la figura 6a. Por lo tanto, los
desplazamientos angulares finitos no pueden ser repre-
sentados como cantidades vectoriales.

A medida que los dos desplazamientos angulares se
hagan mas pequefios, el resultado de la operacion ¢, + ¢,
se acerca al de la operacion ¢, + ¢, (Fig. 6b, c). Si los
desplazamientos angulares se hacen infinitesimales, el
orden de la suma ya no altera el resultado; asi, dg, + d¢p,
= d¢, + d¢p,. De aqui que los desplazamientos angulares
infinitesimales pueden ser representados como vectores.

Las cantidades definidas en términos de desplazamien-
tos angulares infinitesimales pueden ser también vectores.
Por ejemplo, la velocidad angular es @ = d¢p/dt. Puesto
que d¢ es un vector y dt es un escalar, el cociente w es
un vector. Por lo tanto, la velocidad angular puede ser
representada como un vector. En la figura 7a, por ejem-
plo, representamos a la velocidad angular o del cuerpo
rigido en rotacion por una flecha dirigida a lo largo del eje
de rotacion; en la figura 7b representamos a la rotacion de
una particula P en torno a un eje fijo precisamente de la
misma manera. La longitud de la flecha se hace propor-
cional a la magnitud de la velocidad angular. El sentido de
la rotacién determina la direccion en la que la flecha apun-
ta a lo largo del eje. Por convencidn, si los dedos de la
mano derecha se doblan alrededor del eje en direccion de
la rotacion del cuerpo, el pulgar extendido apunta a lo lar-
go de la direccién del vector de la velocidad angular. Para
la rueda de 1a figura 1, por lo tanto, el vector de la veloci-
dad angular apunta perpendicularmente a la pagina (en la
direccién de z negativa) si el corredor esta pedaleando
hacia adelante. En la figura 3b, @ es perpendicular a la
pagina, apuntando hacia arriba y afuera correspondiendo
ala rotacién en sentido contrario a las manecillas del reloj.
La velocidad angular de la tornamesa de un fondgrafo
(que gira en sentido de las manecillas si se la ve desde arri-
ba) es un vector que apunta hacia abajo. Nétese que nada
se mueve en direccion al vector de la velocidad angular.
El vector representa la velocidad angular del movimiento
de rotacion que tiene lugar en un plano perpendicular a él.

La aceleracion angular es también una cantidad vecto-
rial. Esto se deduce de la definicion o = dw/dt, en la
cual dw es un vector y dt un escalar. Mds adelante encon-
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Figura7 El vector de la velocidad angular de
(@) un cuerpo rigido al girar y (b) una particula
al girar, ambos considerados con respecto a un
r eje fijo.

traremos otras cantidades de rotacion que son vectores,
como la torca y el impetu angular. El uso de la regla de
la mano derecha para definir la direccién de los vectores
d¢, w,y o conduce a un formalismo vectorial que es
consistente con todas las cantidades de rotacion.

Problema muestra 3 Un disco gira en una flecha horizontal
montada en chumaceras, a una velocidad angular @, de 84 rad/s
como en la figura 8a. Todo el conjunto de disco y flecha esta
colocado sobre una tornamesa que gira con respecto a un eje
vertical a w, = 43 rad/s, en sentido antihoratio vista desde atriba.
Describa la rotacién del disco vista por un observador dentro
del salon.

Solucién El disco estd sujeto a dos velocidades angulares
simultaneamente; podemos describir su movimiento resultante
por la suma vectorial de estos vectores. La velocidad angular
@, asociada con la rotacion de la flecha tiene una magnitud de
84 rad/s y tiene lugat en torno a un eje que no esta fijo pero que,
visto por un observador situado dentro del salon, gira en un
plano horizontal a 43 rad/s. La velocidad angular , asociada
con la tornamesa esté fija verticalmente y tiene una magnitud
de 43 rad/s.

La velocidad angular resultante co del disco es la suma
vectorial de w, y @,. La magnitud de w es

= V@ + @i = V(84 rad/s)* + (43 rad/sy’
= 94 rad/s.

La direccién de @ no esta fija en el marco de referencia de
nuestro observador sino que gira a la misma razon angular que

Figura 8 Problema muestra 3. (2) Un disco que gira sobre
una tornamesa que también gira. (b) La suma de los vectores
de la velocidad angular.
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la tornamesa. El vector @ no estd en el plano horizontal sino
que apunta hacia arriba en un dngulo 6 (véase la Fig. 85), donde

a1 @2 _143rad/s= .
6 =tan , tan *84rad/s 27°,

Podemos describir el movimiento del disco como una sola
rotacion en torno a este nuevo eje (cuya direccién en el marco
de referencia de nuestro observador estd cambiando con el
tiempo como se describi6 anteriormente) en una cantidad angu-
lar de 94 rads. ;Cémo cambiaria esta situacion si la direccicn
de rotacién del disco, o de la tornamesa, o de ambas, se invir-
tieran?

11-5 RELACIONES ENTRE
VARIABLES LINEALES Y
ANGULARES: FORMA ESCALAR

En las secciones 4-4 y 4-5 discutimos la velocidad yla
aceleracién lineales de una particula que se mueve en
circulo. Cuando un cuerpo rigido gira con respecto a un
eje fijo, cada particula del cuerpo se mueve en circulo. De
aqui que podamos describir al movimiento de tal particula
ya sea en variables lineales o en variables angulares.
Larelacién entre las variables lineal y angular nos permite
iry venir de una descripcién a la otra, resultando muy util.

Consideremos una particula en P situada en un cuerpo
rigido, a una distancia perpendicular r del eje que pasa por
A, como en la figura 7. Esta particula se mueve en un
circulo de radio r. La posicién angular ¢ de la linea de
referencia AP se mide con respecto al eje x o el x', como
en la figura 3b. La particula se mueve a través de una
distancia s a lo largo del arco cuando el cuerpo gira en un
angulo ¢, de modo que

s =d¢r, (11)

donde ¢ estd en radianes.
Al diferenciar ambos lados de esta ecuacion respecto al
tiempo, y observando que r es constante, obtenemos

ds _d¢

V="

da dt

Pero ds/dt es 1a velocidad lineal (tangencial) de la parti-
cula en Py d¢/dt es la velocidad angular w del cuerpo que
gira, de modo que

v=qor. (12)

Esta es una relacién entre las magnitudes de la veloci-
dad lineal tangencial y de la velocidad angular; la velo-
cidad lineal de una particula en movimiento circular es el
producto de la velocidad angular y la distancia r de la
particula desde el eje de rotacion.

A x

Figura9 Las componentes radial y tangencial de la
aceleracién de una particula en el punto P de un cuerpo
tigido que gira en torno al eje z.

Al diferenciar la ecuacidn 12 con respecto al tiempo,
tenemos que

d_do
dat  dt

Pero du/dt es 1a magnitud de la componente tangencial a,
de la aceleracién de la particula (véase la seccién 4-5),y
dw/dt es la magnitud de la aceleracién angular del cuerpo
que gira, de modo que

ar=qar. (13)

De aqui que la magnitud de la componente tangencial de
la aceleracion lineal de una particula en movimiento cir-
cular sea el producto de la magnitud de la aceleracién
angular y la distancia r de la particula desde el eje de
rotacion.

Hemos visto en la seccién 4-4 que la componente radial
ag de la aceleracion es v?r para una particula que se
mueve en circulo. Esto puede ser expresado en términos
de la velocidad angular usando la ecuacién 12. Tenemos

UZ
aR=—;—=w2r. (14)
En la figura 9 se muestra la aceleracion resultante a del
punto P.

Las ecuacioanes 11 a 14 nos permiten describir el
movimiento de un punto en un cuerpo rigido que gira
en torno a un eje fijo ya sea en variables angulares o en
variables lineales. Podriamos preguntar por qué necesita-
mos las variables angulares cuando ya estamos familiari-
zados con las variables lineales equivalentes. La respuesta
es que la descripcién angular ofrece una ventaja distinta
sobre la descripcion lineal cuando deben considerarse
varios puntos del mismo cuerpo en rotacién. Enun cuerpo
en rotacion, los puntos que estan a diferentes distancias
del eje no tienen el mismo desplazamiento, velocidad, o
aceleracion lineales, sino que todos los puntos de un
cuerpo rigido que giran en torno a un eje fijo tienen el

ey
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mismo desplazamiento, velocidad, o aceleracion angula-
res en cualquier instante. Usando las variables angulares
podemos describir el movimiento de todo el cuerpo de
manera sencilla. ,

La figura 10 muestra un ejemplo interesante de la razén
entre las variables lineales y angulares. Cuando una chi-
menea alta es demolida por una carga explosiva colocada
en su base, a menudo se quebrara al caer, comenzando la
rotura hacia el lado de abajo de la chimenea.

Antes de la rotura, la chimenea es un cuerpo rigido, que
pivotea en torno a un eje cercano a su base con una cierta
aceleracion angular o. Segun la ecuacién 13, la paxfte
superior de la chimenea tiene una aceleracién.tangencml
a dada por aL, donde L es la longitud de la c.hlmenea. La
componente vertical de a, puede exceder facilmente de. &
la aceleracién de la caida libre. Esto es, la parte superior
de la chimenea esta cayendo hacia abajo con una acelera-
cion vertical mayor que la de un ladrillo en caida libre.

Esto puede suceder solamente mientras la chimenea
permanezca como un cuerpo rigido aislado. Dicho de otra
manera, la parte del fondo de la chimenea, al actuar en
el mortero que mantiene unidos a los ladrillos, debe “jalar
hacia abajo” de la parte superior de la chimenea para
provocar una caida tan rapida. Esta fuerza cortante es a
menudo mayor de lo que el mortero puede tolerar, y la
chimenea se rompe. La chimenea ha pasado a ser aho-
ra dos cuerpos rigidos, cuya parte superior esta en caida
libre llegando al suelo mas tarde de lo que lo haria si la
chimenea no se hubiese roto.

Problema muestra 4 Si el radio de la piedra abrasiva del
problema muestra 1 es de 0.24 m, calcule (a) la velocidad lin'e'al
o tangencial de un punto en la periferia, (b) la acp,lerac1§>n
tangencial de un punto en la periferia, y (c) la acelera.cmn radial
de un punto en la periferia, al final de 2.7 s. (d) Repita para un
punto a la mitad de la distancia entre el centto y la periferia, es
decir,en r =0.12 m.

Solucion Tenemos que a = 3.2 rad/s?, ® = 8.6 rad/s después
de 2.7 s,y r = 0.24 m. Entonces,

(@) v = @r = (8.6 rad/s)(0.24 m) = 2.1 m/s;

(b) a; = ar = (3.2 rad/s*)(0.24 m) = 0.77 m/s%;

(c) a, = o’ = (8.6 rad/s)*(0.24 m) = 18 m/s”.

(d) Las variables angulares son las mismas para este punto en
r =0.12 m que para un punto de la periferia. Esto es, una vez

més a = 3.2 rad/s’ y @ = 8.6 rad/s. Usando las ecuaciones 12 a
14 con r = 0.12 m, obtenemos para este punto

ar =0.38 m/s?,

Estas son cada una la mitad de sus valores respectivos para el
punto de la periferia. Las variables lineales son proporcionales
al radio desde el eje de rotacion.

Noétese una vez mas que, en las ecuaciones que implican
variables angulates solamente, como las listadas en la tabla‘ 1,
usted puede expresar las cantidades angulares en cualquier
unidad angular (grados, radianes, revoluciones), en tanto se

v=1.0m/s, ag = 8.9 m/s2.

Figura 10 Una chimenea, al caer, a menudo no es lo
suficientemente fuerte como para proporcionar la aceleracion
tangencial de gran radio que se necesitaria si todo el objeto
fuese a girar como un cuerpo rigido con aceleracion angular
constante. Para una descripcion completa de este fenémeno,
véase “More on the Falling Chimney”, por A. A. Bartlett,
The Physics Teacher, septiembre de 1976, pag. 351.

haga asi de manera consistente. Sin embargo, en las ecuaciones
en que se mezclan cantidades lineales y angulares, como las
ecuaciones 11, 12, 13, y 14, se deberdn de expresar las cantida-
des angulares en radianes, como lo hemos hecho en este proble-
ma muestra. Debemos hacerlo asi porque las ecuaciones 12, 13,
y 14 se basaron en la ecuacién 11, que define, en efecto, la
medida radian.

11-6 RELACIONES ENTRE LAS
VARIABLES LINEALES Y
ANGULARES: FORMA VECTORIAL
(Opcional)

En la seccién anterior expresamos a las variables tanto lineales
como angulares en forma escalar. Regresaremos ahora a los
métodos vectoriales haciendo un analisis similar al de la sec-
cidn 4-5, pero utilizando aqui variables angulares. Continuare-
mos trabajando con el cuerpo rigido que gira en tomo al eje fijo,
como en la figura 3.

La figura 11a muestra una particula P en el cuerpo rl'gidg en
rotacion de la figura 3. (Aqui, por conveniencia, hemos elimi-
nado incluso el perfil del cuerpo, mostrando solamente la par-
ticula en Py el citculo que describe cuando gira el cuerpo.) El
cuerpo puede tener cualquier aceleracion angular, incluso una
aceleracion no constante. Como en la figura 7b, el veetor @
representa la velocidad angular de la particula situada en P en
el tiempo elegido 7, vector que es paralelo al eje z y que se ha
representado en la figura 11a en el origen, para mayor conve-
niencia.
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Figura 11 (a) Una particula en P, en el cuerpo rigido en
rotacion de la Fig. 3 esta ubicada en r con respecto al origen
O. La particula tiene una velocidad angular o (dirigida a lo
largo del eje z) y una velocidad tangencial v. (b) La particula
situada en P tiene una aceleracion angular ot a lo largo del
eje z. La particula tiene también una aceleracién tangencial a,
y una aceleracion radial a,.

La particula P esta ubicada en el sistema de coordenadas
tridimensionales de la figura 11a por el vector de posicién r
trazado desde el origen. Esto representa un cambio en la nota-
cion acostumbrada, donde r representaba la distancia perpendi-
cular desde P hasta el eje z (véase la Fig. 3). En la figura 11,
aquella distancia perpendicular es ahora r sen 6.

A partir de la ecuacion 12 podemos hallar la magnitud de la
velocidad de la particula P (teniendo presente que r de la ecua-
cién 12 es ahora r sen 6):

v= wr sen 6. (15)

Aqui o es la magnitud del vector  en la figura 11, r es la
magnitud del vector r, y 6 es el dangulo entre estos dos vectores.

La ecuacion 15 tiene la misma forma que la ecuacién 16 del
capitulo 3 para la magnitud del producto cruz o producto
vectorial entre dos vectores: Si a y b son dos vectores cuales-
quiera, su producto vectorial ¢ tiene la magnitud ¢ = ab sen 6,
donde es el angulo entre a y b. La comparacién con la ecua-
cion 15 sugiere que podemos expresar la velocidad como un
producto vectorial:

vV=wXr. (16)

La ecuacién 16 ciertamente da la magnitud correcta para v
porque, como hemos visto, la definicién de la magnitud del
producto vectorial, nos dard la ecuacion 15. Veamos si la
ecuacion 16 nos da también la direccién correcta para v.

Segiin la definicion del producto vectorial en la seccién 3-5,
si ¢ = a x b, entonces el vector ¢ esta a o largo de una linea en
angulo recto con el plano formado por a y b. La direccion de ¢
queda determinada por la regla de 1a mano derecha, en la cual
damos un giro al primer vector a (el orden es importante) en el
plano del segundo vector b con los dedos de la mano derecha
moviéndose a través del angulo més pequeifio entre a y b; el
pulgar extendido de la mano derecha nos da entonces la direc-
cion de c. (Véase la Fig. 17 del capitulo 3.)

Aplicando esta regla cuidadosamente a los vectores w y r de
la figura 11a, hallaremos que la ecuacion 16 da realmente la
direccion correcta para la velocidad v en el tiempo 1, esto es,

tangente a la trayectoria de la particula situada en P. (Al aplicay
la tegla de la mano derecha, esta permitido deslizar un vector 5
cualquier posicidn en el espacio coordenado, en tanto no ge
cambie su direccion. Asi, podemos situar a v temporalmente en
el origen, si esto nos ayuda a aplicar la regla de la mano derecha
para hallar la ditreccién de v.)

Volvamos ahora a la aceleracién. Podemos hallar la acelera-
cion (lineal) al diferenciar la velocidad dada por la ecuacion 16,
Esto es,

v dw dr
a————(er)—EXr+wxE. (17

Notese que, al considerar la derivada de un producto vectorial,
seguimos la misma regla que empleamos al considerar la deri-
vada de un producto algebraico ordinario, excepto que debe-
mos tener cuidado de que el orden de los vectores en los
términos siga siendo el mismo. (Esto es, en ambos términos
de la derecha de la ecuacion 17, w viene antes que r, como
sucede en el producto original.) Es importante mantener el or-
den apropiado porque, como lo aprendimos en la figura 175 del
capitulo3,axb=-bxa.

En la ecuacién 17, al reemplazar a d w/dt con la aceleracion
angular o (véase la Ec. 5), y al reemplazar también a dr/dt con
la velocidad v, obtenemos

a=aXr+wXv. (18)

Estudiemos cada uno de los dos términos del lado derecho de
la ecuacién 18 por orden.

En tanto que el eje de rotacion permanezca fijo, dw apuntard
también a lo largo del eje z. Puesto que la direccién de ox debe
ser la misma que la direccion de dw, la aceleracion angular o
estd también a lo largo del eje z, como se muestra en la figu-
ra 11b. Puesto que cxes paralela a @, se deduce que o x r debe
de ser paralela a @ X ry también a v (véase la Ec. 16). Pot lo
tanto, o X r, al igual que v en la figura 11a, es tangente a la
trayectoria circular de la particula en P, y es la componente
tangencial a, de la aceleracion a de la particula. La magnitud
de la aceleracion tangencial estuvo dada por la ecuacion 13, 1a
que escribimos como a, = ar sen 8 después de reemplazar a r
por r sen 6.

Consideremos ahora el segundo término del lado derecho de
la ecuacion 18. Si imaginamos que el vector @ en la figura 11a
se movio hasta P (quedando paralelo al eje z en el proceso),
vemos inmediatamente al usar la regla de la mano derecha, que
el segundo término de la ecuacion 18 w X v, apunta radialmente
hacia adentro en P. Este segundo término tiene una magnitud
wv (porque el dngulo entre los vectores @y v es de 90°), lo cual
se convierte en w’r sen @ al usar la ecuacion 15. Al comparar
con la ecuacion 14, vemos que ésta es precisamente la compo-
nente radial a, del vector de la aceleracion.

Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion 18 como

a=ar+ag, (19)
donde

ar=aXr (20)
y

aR=wXYv. 1

Las ecuaciones 16 y 18 son, entonces, las relaciones vectoriales
entre las variables lineales y angulares para la rotacion de un
cuerpo rigido con respecto a un eje fijo. W
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PREGUNTAS

1. Enlaseccion 11-1 afirmdbamos que, en general, se requie-
ren seis variables para ubicar a un cuerpo rigido con
respecto a un marco de referencia en particular. ;Cudntas
vatiables se requieren para ubicar al cuerpo de la figura 2
con respecto al matco xy mostrado en esa figura? Si este
niimero no es seis, explique la diferencia.

2. ;En qué sentido es el radidn una medida “natural” del
angulo, y el grado una medida “arbitraria” de esa misma
cantidad? Por lo tanto, ;qué ventajas existen al usar radia-
nes en lugar de grados?

3. ;Podrian las cantidades angulares ¢, ®, y a ser expresa-
das en términos de grados en lugar de radianes en las
ecuaciones de rotacion de la tabla 17

4. ;Tiene que estar necesariamente a lo largo de un eje el
vector que tepresente a la velocidad angular de una rueda
que gite con respecto a ese eje fijo? Podria representatse
simplemente como paralelo al eje, pero situado en cual-
quier lugar? Recuérdese que estamos en libertad de desli-
zar un vector de desplazamiento a lo largo de su propia
direccion o trasladarlo lateralmente sin cambiar su valor.

5. Haga girar un libro de la misma forma que en la figura 6a,
pero esta vez use desplazamientos angulares de 180° en
lugar de 90°. ;Qué concluiria usted con respecto a las
posiciones finales del libro? ;Le obliga esto a cambiar de
opinion acerca de si los desplazamientos angulares (fini-
tos) pueden ser tratados como vectores?

®

Figura 12 Pregunta 6.

6. La rotacion del Sol puede monitorizarse siguiendo las
manchas solares, tormentas magnéticas del Sol de aspecto
mas oscuro en el disco solar. La figura 12a muestra las po-
siciones iniciales de cinco manchas y la figura 12b las
posiciones de las mismas manchas al cabo de una rotacion
solar mas. ;Qué podemos concluir con respecto a la natu-
raleza fisica del Sol a partir de estas observaciones?

7. (Por qué es aconsejable expresar a « en rev/s® en la
ecuacion 7 de la tabla 1 (¢ = ¢, + @, + ;1) pero no en
la ecuacién 13 (a; = ar)?

8. Un cuerpo rigido est4 libre de girar con respecto a un eje
fijo. ;Puede el cuerpo tener una aceleracion angular dis-
tinta de cero aun cuando la velocidad angular del cuerpo
sea (quizas instantdneamente) cero? ;Cual es la equiva-
lente lineal de esta pregunta? Dé ejemplos fisicos para
ilustrar ambas situaciones, la lineal y la angular.

9. Un golfista hace oscilar un palo de golf, haciendo un tiro
largo desde la estaquilla o zee. ;Tienen todos los puntos
del palo la misma velocidad angular @ en cualquier ins-
tante mientras el palo esta en movimiento?

10. Cuando decimos que un punto situado en el ecuador de la
Tierra tiene una velocidad angular de 2 & rad/dia, ;qué
matco de referencia utilizamos?

11. Teniendo en cuenta la rotacion y la traslacion de la Tierra,
(se mueve un arbol mas rdpidamente durante el dia o
durante la noche? ; Con respecto a qué marco de referencia
se da la respuesta? (La rotacion y la traslacion de la Tierra
son en la misma direccion.)

12. Una rueda estd girando alrededor de su eje. Considérese
un punto en la periferia. Cuando la rueda gira a una
velocidad angular constante, ;tiene el punto una acelera-
cidnradial? ;Una aceleracion tangencial? Cuando la rueda
gira con una aceleracion angular constante, ;tiene el punto
una aceleracion radial? ;Una aceleracion tangencial?
(Cambian las magnitudes de estas aceleraciones con el
tiempo?

13. Supongase que se le pida determinar la distancia recorrida
por una aguja al tocar un disco de vinilo de fondgrafo.
(Qué informacidn necesitara usted? Explique desde el
punto de vista de un marco de referencia (a) fijo en
el salon, (b) fijo en el disco que esta girando, y (c) fijo
en el brazo del tocadiscos.

14. ;Cudl eslarazon entre las velocidades angulares de un par
de engranes acoplados de radios diferentes?

15. Elplaneta Venus (véase la Fig. 13) se mueve en una 6rbita
circular alrededor del Sol, completando una vuelta cada
225 dias. Venus gira también en torno a un eje polar,

Figura 13 Pregunta 15.
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completando una rotacion cada 243 dias. El sentido (di-
reccién) del movimiento rotatorio es opuesto, pero para-
lelo, al del movimiento de traslacion. (a) Describa el
vector que represente la rotacién de Venus en torno a su

eje. (b) Describa el vector que represente la velocidad
angular de Venus en totno al Sol. (c) Describa la velocj-
dad angular resultante, obtenida al sumar las velocidades
de traslacién y angular rotatotia.

PROBLEMAS

Seccion 11-2 Las variables de la rotacion

1.
2.

Demuestre que 1 rev/min = 0.105 rad/s.
El angulo girado por el volante de un generador durante
un intervalo de tiempo ¢ esta dado por

¢ =at+ b’ — ctt,

donde a, b, y ¢ son constantes. ;Cual es la expresién para
(a) su velocidad angular y (b) su aceleracion angular?
Nuestro Sol estd a 2.3 x 10* ly (afios luz) del centro de
nuestra galaxia, la Via Lactea, y se mueve en circulo
alrededor de este centro a una velocidad de 250 km/s. (a)
(Qué tanto tiempo le toma al Sol completar una vuelta
alrededor del centro galactico? (b) ;Cudntas vueltas ha
completado el Sol desde que se formo hace altededor de
4.5 x 10° afios?

Una rueda gira con una aceleracién angular a dada por

a = 4at® — 3bt?,

donde ¢ es el tiempo y a y b son constantes. Si la rueda
tiene una velocidad angular inicial w,, escriba las ecuacio-
nes para (a) la velocidad angular y (b) el angulo girado,
en funcion del tiempo.

. ;Cual es la velocidad angular de (@) la manecilla de

segundos, (b) la manecilla de minutos, y (c) la manecilla
horatia de un reloj?

Un buen lanzador de béisbol puede lanzar una bola hacia
la meta a 85 mi/h con una rotacién de 1800 rev/min.
(Cudntas vueltas da la bola en su camino hacia la meta?
Para simplificar, supongase que la trayectoria de 60 ft es
una linea recta.

. Un clavadista da 2.5 vueltas completas en su trayecto de

la plataforma de 10 m hasta la superficie del agua. Supo-
niendo una velocidad inicial vertical nula, calcule la velo-
cidad angular promedio de este clavado.

. La posicién angular de un punto situado en la periferia

de una rueda en rotacién esta descrita por ¢ = 4.0t - 3.0
+ P, donde ¢ estd en radianes si ¢ se ha dado en segundos.
(@) {Cual esla velocidad angularenz=2.0s,yent = 4.0s?
(b) {Cudl es la aceleracion angular promedio en el inter-
valo de tiempo que comienza en ¢ = 2.0 s y termina en
t = 4.0 s? (c) ;Cual es la aceleracién angular instantanea
al principio y al final de este intervalo de tiempo?

. Una rueda tiene 8 rayos y unradio de 30 cm. Estd montada

sobre un eje fijo y gira a razdn de 2.5 rev/s. Usted quiere

disparar una saeta de 24 cm paralela a este eje y a través
de la rueda sin tocar ninguno de los rayos. Supongase que
la saeta y los rayos son muy delgados; véase la figura 14,
(a) Qué velocidad minima debera tener la saeta? (b)
JImporta a dénde apunte usted entre el eje y la llanta? De
ser asi, ;cuél es la mejor ubicacion?

Figura 14 Problema 9.

10.

11.

Una rueda con 16 rayos que gira en sentido de las mane-
cillas del reloj es fotografiada en pelicula. La pelicula es
pasada por el proyector a razon de 24 cuadrosfs, que es la
velocidad apropiada para el proyector. Sin embargo, en
la pantalla aparece la rueda girando en sentido contrario
a las manecillas a razon de 4.0 rev/min. Halle la mads
baja velocidad angular posible a la cual estuvo girando la
rueda.

Un dia solar es el intervalo de tiempo entre dos salidas
sucesivas del Sol en lo mas alto de una longitud dada, esto
es, el tiempo de una rotacion completa de la Tierra en
relacién al Sol. Un dia sideral es el tiempo de una rotacion
completa de la Tietra en relacion a las estrellas fijas, es
decir, el intervalo de tiempo entre dos observaciones
sucesivas en lo mds alto de una direccidn fija en el cielo
llamada el equinoccio de primavera. (@) Demuestre que
hay exactamente un dia solar (inedio) menos en un afio
que dias siderales (medios) en un afio. (b) Si el dia solar
{(medio) tiene exactamente 24 horas, ;jqué tan largo es un
dia sideral (medio)?

Seccion 11-3 Rotacion con aceleracion angular constante

12. Una tornamesa de fondgrafo que gira a 78 rev/min dismi-

nuye su velocidad y se detiene 32 s después de que el
motor ha sido desconectado. (a) Halle su aceleracion

i
i
2

13.

14.

angular (uniforme) en rev/min®. (b) ; Cudntas revoluciones
llevd a cabo en este tiempo?

La velocidad angular de un motor de automévil aumenta
de 1170 rev/min a 2880 tev/min en 12.6 s. (a) Halle la
aceleracién angular en rev/min®. (b) ;Cudntas revolucio-
nes completa el motor durante este tiempo?

Como parte de una inspeccion de mantenimiento, se hace
que el compresor de un motor de propulsion a chorro gire
de acuerdo con la grifica mostrada en la figura 15. ;Cuan-
tas revoluciones completa el compresor durante la prueba?

T T T NT

Velocidad angular {rev/min)

- §888YE
\\

2 3 4 5
Tiempo (min)

o
—

Figura 15 Problema 14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

El volante de una mdquina gira a 25.2 radfs. Cuando la
maquina es apagada, el volante deceleta una cantidad
constante y llega al reposo después de 19.7 s. Calcule (a)
la aceleracién angular (en rad/s?) del volante, (b) el angulo
(en rad) a través del cual gira el volante al llegar al reposo,
y (¢) el nimero de revoluciones llevadas a cabo por el
volante para llegar al reposo.

Mientras espera para abordar un helicoptero, usted obser-
va que el movimiento del rotor cambid de 315 rev/min a
225 rev/min en 1.00 min. (a) Halle la aceleracién angular
durante el intervalo. (b) Suponiendo que esta aceleracion
permanece constante, calcule el tiempo que tarda el rotor
en detenerse. (c) Cuéntas revoluciones dar4 el rotor des-
pués de la segunda observacion que usted realice?

Cierta rueda gira 90 rev en 15 s, siendo su velocidad
angular al final del periodo de 10 rev/s. (a) ;Cuél era la
velocidad angular de la rueda al principio del intervalo de
15 s, suponiendo una aceleracion angulat constante? (b)
¢Cudnto tiempo transcurrié entre el tiempo en que la rueda
estaba en reposo y el comienzo del intervalo de 15 s?

Una polea de 8.14 cm de didmetro tiene una cuerda de
5.63 m de longitud enrollada a su perifetia. Comenzando
desde el reposo, se le da a la polea una aceleracion angular
de 1.47 rad/s’. (a) A ttavés de qué dngulo debe girar la
rueda para que la cuerda se desenrolle? (b) ; Cudnto tiempo
le toma?

Un volante completa 42.3 rev cuando su velocidad angular
disminuye desde 1.44 rad/s hasta detenerse por completo.
(@) Suponiendo una aceleracion uniforme, ;cudl es el
tiempo necesario para que llegue al reposo? (b) ;Cuadl es
la aceleracion angulat? (c) ;Cuanto tiempo se requiere
para que complete la primera mitad de las 42.3 rev?

-Comenzando desde el reposo en 1 = 0, una rueda experi-

menta una aceleracién angular constante. Cuando ¢ =

21.
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2.33 s, la velocidad angular de la rueda es de 4.96 rad/s.
La aceleracion continta hasta ¢ = 23.0 s, en que cesa de
repente. ;A través de qué angulo gira la rueda en el
intervalo desde ¢ = O hasta t = 46.0 s?

Un pulsar es una estrella de neutrones que gita a gran
velocidad y desde la cual recibimos pulsaciones de radio
coh una sincronizacion precisa, correspondiendo una pul-
sacién a cada rotacion de la estrella. El periodo T de la
rotacion se halla midiendo el tiempo entre pulsaciones.
Actualmente, el pulsar situado en la region central de la
nebulosa del Cangrejo (véase la Fig. 16) tiene un periodo
de rotacion T=0.033 s, y se observa que la rotacién crece
arazén de 1.26 x 107 sfy. (@) Demuestre que la velocidad
angular w de la estrella est4 relacionada con el periodo de
rotacién segun w = 27/T. (b) ;Cual es el valor de la
aceleracion angular en rad/s*? (¢) Si la aceleracién angular
es constante, jcuindo cesara de girar el pulsar? (d) El
pulsar se originé por la explosion de una supernova en el
afio 1054 D.C. ;Cual era el periodo de rotacion del pulsar
al nacer? (Supdngase una aceleracion angular constante.)

Figura 16 Problema 21.

Seccion 11-4 Cantidades de rotaciéon como vectores

22. Un planeta P gira alrededor del Sol en orbita circular,

con el Sol en el centro, siendo coplanar y concéntrica con
la orbita circular de la Tietra E altededor del Sol. P
y E giran en el mismo sentido. Los tiempos requeridos
para la revolucién de Py E alrededor del Sol son T,y T;.
Sea T el tiempo necesario para que P complete una
vuelta alrededor del Sol con relacion a E: demuestre que
1/Ts = 1/T; - 1/T,. Suponga que T, > T;. .

Seccion 11-5 Relaciones entre las variables lineales

y angulares: forma escalar

23. Undisco de fondgrafo estd colocado sobre una tornamesa

girando a razén de 33§ rev/min. (a@) ;Cual es la velocidad
angular en rad/s? ;Cual es la velocidad lineal de un punto
en el disco situado donde estd la aguja (b) al comenzar
y (¢) al terminar el disco? En estas posiciones, las distan-
cias desde la aguja al eje de la tornamesa son 5.90 in y
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24.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Espejo

2.90 in, respectivamente. (d) Halle la aceleracion en ca-
da una de estas posiciones.

(Cuil es 1a velocidad angular de un automévil que da una
vuelta citcular de 110 m de radio a razén de 52.4 km/h?
Un punto en la periferia de una rueda abrasiva de 0.75 m
de diametro cambia su velocidad uniformemente de
12 m/s a 25 m/s en 6.2 s. ;Cuél es la aceleracién angular
de la rueda durante este intervalo?

(Cuiles son (a) la velocidad angular, (b) la aceleracién
radial, y (c) la aceleracién tangencial de una nave espacial
que ejecuta una vuelta circular de 3220 km de radio a una
velocidad constante de 28,700 km/h?

Un astronauta estd pasando una prueba en una centrifuga.
La centrifuga tiene un radio de 10.4 m y, al comenzar, gira
de acuerdo a 6 = 0.326#, donde t en segundos da 6 en
radianes. Cuando t = 5.60 s, jcudles son (a) la velocidad
angular del astronauta, (b) su velocidad tangencial, (c) su
aceleracion tangencial, y (d) su aceleracion radial?

La drbita de 1a Tierra alrededor del Sol es casi un circulo.

Figura 17 Problema 29.

angular es de 2760 rev/min. (a) ;Cudl es la acelera-
cién tangencial de un punto situado en la llanta del volan-
te? (b) ;Cual es la aceleracion radial de este punto cuando
el volante estd girando a plena velocidad? (c) ;Qué dis-
tancia tecotre un punto sobre la llanta durante la acelera-
cion?

(a) ;Cual es la velocidad angular de la Tierra (vista como 33. Siuna hélice de aeroplano de 5.0 ft (= 1.5 m) de radio gir.a
una particula) con respecto al Sol? (b) ;Cual es su veloci- a 2000 rev/min y el aeroplano es impulsado a una veloci-
dad lineal en su 6rbita? (¢) ;Cual es la aceleracion de la dad en tierra de 300 mi/h (= 480 km/h), ;cudl es la
Tietra con respecto al Sol? velocidad de un punto en la punta de la hélice, visto por
Una barra roscada con 12.0 vueltas/cm y un didmetro de (a) el piloto y (b) un observador en tierra? Supongase que
1.18 cm estd montada horizontalmente. Se atornilla a la la velocidad del aeroplano es paralela al eje de rotacion
barra una solera con un orificio roscado con el mismo de la hélice.

paso que la batra; véase la figura 17. La barra gira a 34. Un método antiguo para medir la velocidad de la luz hace
237 rev/min. ;Cuénto tiempo le tomara a la solera mover- uso de una rueda dentada que gira. Un rayo de luz que pasa
se 1.50 cm a lo largo de la barra? a través de una ranura en el borde exterior de la rueda,
(@) ;Cual es la velocidad angular con respecto al eje polar como en la figura 18, viaja hasta un espejo distante, y
de un punto en la superficie de la Tierra a una latitud de regtesa a la rueda en el momento pteciso para pasar a
40°N? (b) ; Cual es la velocidad lineal? (¢) yCuales son los través de la siguiente ranura de la r.ueda. Esta rueda
valores para un punto en el ecuador? dentada tiene un radio de 5.0 cm y 500 dlegtes ensu borde.
El volante de una mdquina de vapor gira a una velocidad Las mediciones tomadas cuando e} espejo estaba a una
angular constante de 156 rev/min. Cuando se corta el distancia L = 500 m de la rueda mdlcaro’n una veloci-
vapor, la friccién de las chumaceras y del aire llevan dad de la luz de 3.0 x 10° km/s. (@) ;Cual era ,la velo-
al volante al reposo en 2.20 h. (@) ;Cual es la aceleracion cidad angular (constante) de la rueda? (b) ;Cual eta la
angular constante del volante, en rev/min®? (b) ;Cuéntas velocidad lineal de un punto en su borde? ‘
revoluciones data el volante antes de llegar al reposo? (¢) 35. UnaruedaA deradior, = 10.0 cm estd acoplada por medio
,Cual es la aceleracion lineal tangencial de una particula de una banda B a otra rueda C de radio r = 25.0 cm, como
a 52.4 cm del eje de rotacion cuando el volante estd se muestra en la figura 19. La rueda 4 aumenta su veloc:f-
girando a 72.5 rev/min? (d) ;Cuil es la magnitud de la dad angular desde el reposo a razén de una 'cantldad uni-
aceleracion lineal total de la particula en la parte (c)? forme de 1.60 rad/s’. Determine en cuanto tiempo lleggra
Un volante gitoscépico de 2.83 cm de radio es acelerado la rueda C a una velocidad de rotgcién de 100 rt.av/m‘m,
desde el reposo a 14.2 rad/s’ hasta que su velocidad suponiendo que la banda no se deslice. (Sugerencia: Sila

R — Figura 18 Problema 34.
Ruedadentada  °

Fuente de luz

banda no se desliza, las velocidades lineales en la periferia
de las dos ruedas deben ser iguales.)

Figura 19 Problema 35.

36.

37.

38.

Las aspas de un molino de viento parten del reposo y giran
con una aceleracion angular de 0.236 rad/s’. ;Cudnto
tiempo pasa antes de que un punto sobre un aspa experi-
mente el mismo valor para las magnitudes de la acelera-
cion centripeta y de la aceleracion tangencial?

Un cuerpo rigido, que parte del reposo, gira con respecto
a un eje fijo con aceleracion angular constante a. Consi-
dérese una particula a una distancia r del eje. Exprese (a)
la aceleracion radial y (b) la aceleracion tangencial de esta
particula en términos de «, r, y el tiempo t. (¢) Si la
aceleracion resultante de la particula en cierto instante
forma un dngulo de 57.0° con la aceleracion tangencial,
;qué angulo total ha girado el cuerpo hasta ese momento?
El disco de un sistema de audio para disco digital compac-
to tiene un radio interior y exterior de su.material grabado
(los conciertos para violin de Tchaikovsky y de Mendels-
sohn) de 2.50 cm y 5.80 cm, respectivamente. Al funcio-
nar, el disco es batrido con una velocidad lineal constante
de 130 cm/s, comenzando desde el borde interior y mo-
viéndose hacia afuera. (a) Si la velocidad angular inicial
del disco es de 50.0 rad/s, ;cudl es su velocidad angular
final? (b) Las lineas en espiral del barrido estdn a una

39.

40.
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separacién de 1.60 um aparte; jcual es la longitud total
del barrido? () ;Cudl es el tiempo de la grabacién sonora?
Un automévil que viaja a 97 km/h tiene ruedas de 76 cm
de didmetro. (a) Halle la velocidad angular de las ruedas
con respecto al eje. (b) El automovil es llevado a un alto
uniformemente a las 30 vueltas de las ruedas. Calcule la
aceleracion angular. (¢) ;Qué distancia recorre el automo-
vil durante este periodo de frenado?

Un velocimetro colocado en la rueda frontal de una bici-
cleta da una lectura que es directamente proporcional a la
velocidad angular de la rueda. Suponga que tal velocime-
tro esté calibrado para una rueda de 72 cm de didmetro
pero que, equivocadamente, se instala en una rueda de
62 cm de didmetro. ;Estatia equivocada la lectura de la
velocidad lineal? De ser asi, jen qué sentido y por qué
fraccion de la velocidad real?

Seccion 11-6 Relaciones entre las variables lineales

41.

42.

y angulares: forma vectorial

Un objeto se mueve en el plano xy de modo que x = R cos
oty y =R sen wt. Aqui x y y son las coordenadas del
objeto, zes el tiempo y Ry w son constantes. (a) Eliminese
a { entre estas ecuaciones para hallar la ecuacién de la
curva en la que se mueve el objeto. ;Cudl es esta curva?
(Cudl es el significado de la constante @? (b) Diferencie
las ecuaciones para x y y con respecto al tiempo pata hallar
las componentes x y y de la velocidad del cuerpo, v, y v,.
Combine a v, y a v, para hallar la magnitud y la direccion
de v. Describa el movimiento del objeto. (c) Diferencie a
Vv, Y a v, con respecto al tiempo para obtener la magnitud
y la direccion de la aceleracion resultante.

Un objeto rigido que gita con respecto al eje z esta dece-
lerando a razén de 2.66 rad/s®. Considérese una particula
ubicada en r = 1.83j + 1.26K (en metros). En el instante
en que o = 14.3k (en rad/s), halle (a) la velocidad de la
particula y (b) su aceleracion. (c) ;Cual es el radio de
la trayectoria circular de la particula?



